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T erm oelastic ità . —  Sulla propagazione di onde termoclastiche in 
un mezzo omogeneo isotropo. Not a II  (*} del Socio C a t a l d o  A g o s t i n e l l i .

S U M M A R Y .  ■— In a previous paper we have considered the propagation of thermo­
elastic waves in an homogeneous isotropic indefinite elastic medium, on the admission that 
in an assigned region of the medium act general body forces, and are distributed heating 
sources. Therefore we have exposed a procedure that reduces the determination of the displa­
cement vector u of a point, and the temperature T, to the determination of two other 
vectors u±, w2, and a scalar function T\ The question simplifies itself in the remarkable case 
that the linear coefficient of the thermal expansion, as in general, is sufficiently small that 
we can neglect the terms which contain its square. In this case, by introduction of suitable 
potential functions, we have assigned the values of the vectors Mi, i/2, and the function T*.

In this paper we assign now the explicit values of the displacement u in every point 
of the elastic medium, and of the temperature T. In particular we deduce the formulas 
relative to the case in which the region where act the body forces and are distributed the 
heating sources, vanishes around a point.

I .  In  una nota precedente, considerando le equazioni indefinite della 
Term oelasticità per un mezzo omogeneo isotropo

dove i simboli hanno il significato ivi specificato, ho m ostrato come la deter­
minazione del vettore spostam ento u  di un punto del mezzo elastico e della 
tem peratura T  si può ridurre alla determ inazione di due vettori u x , u2, e di 
una funzione scalare T*, definiti rispettivam ente dalle equazioni

èssendo 0X =  div u x , 02 =  div u 2 , y =  (3 X +  2 p.) a.
A vuti i vettori u x , w2 e la funzione T*, lo spostam ento u veniva dato da

( 0

(2)

b%) grad div u  +  grad  T  =  F

(3)

(4)

(S)
t_ d 
k dt t l S L  A  À2 Y  =

(6) M =  grad (0X —  02 +  T )  +  A2 m2

e l’equazione (2) della tem peratura diveniva

(*) Presentata nella seduta del 13 marzo 1971.
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Essendo poi la costante y proporzionale al coefficiente di dilatazione term ica 
lineare oc, poiché questo è generalm ente molto piccolo, trascurando i term ini 
che contengono il quadrato  di esso, la (5) si riduceva alla

D a questa risulta che gli integrali dipendenti dal calore Q delle sorgenti sono 
proporzionali a y, e quindi ad a. A llora anche l’equazione (7) della tem pera­
tu ra  si semplifica nella seguente

(9) L   ̂ \ _  tL  ^
k d tj  xT dtA2 div u x Q_ .

X'p

Nel caso dunque di oc sufficientemente piccolo la questione si riduce alla con­
siderazione delle equazioni (3), (4), (8) e (9).

In  questo caso, riferendoci a un mezzo elastico indefinito, nell’ipotesi 
che le forze di m assa F  e le sorgenti di calore siano distribuite in una regione 
assegnata del mezzo di volume S, e prescindendo dalle oscillazioni libere, 
ho ottenuto per i vettori u x , u 2 i valori

(io) “ ■(P . ' )  =  - - 3 - J — ì
SM 0 0

(■ 0  (p - 4  “  7 ^  f  ^  j dr j F (M . ' -  7)  ^
SM 0 0

dove SM è il volume descritto dal punto M  nel quale agiscono le forze e le 
sorgenti di calore, ed r  è la distanza del punto variabile M  dal punto P. 

Inoltre la funzione W  è data  da ^

(12) T (P ,/),=
t - ( r [ a )  t  +  (r/a) + o o

°M
4 y* .1 r

S M Ö ó

dy) j  d q  J  / ( M  , r  +  2 u l j k t )  e~u% d u
— t])/2 

t = (% + n)f2

Q uesta funzione, dove la /  è definita dall’inversione dell’integrale
+  OO

A 3) I f ( p > 2 u  i k t  ) du  =  — Q (P, t ) ,
J 4 nr PÀT

(1) La funzione sotto il segno di integrale di volume nella (12) si può rendere regolare 
per r  =  o, sottraendo da essa una funzione W =  — Y [M , t — — ) , soluzione dell’equa-

; / aa \ T a
zione omogenea: — «2 a 21 W =  o, scegliendo T in modo che risulti

t — (rja) t  +  {rj a) + o o

lina I j  d7) j  d$ j  f  (M , r  +  2 u lk t)  e~u* àu r m , t -r = a(E,—T])/2 =  O .
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nei punti interni al volume 5  verifica l’equazione
+00

(14) =  j f ( P , 2 u W ) e ~ ^  du,
— OO

m entre nei punti esterni verifica l’equazione omogenea corrispondente. 
Infatti, dalla (12) si ricava

+00

(ïS) u  ^  (— — Æ2 A 2 )T  =  ^ J  j f ( M , r  +  2 u f I i ) e - " ‘ du,
SM "OO

relazione valida in tu tto  lo spazio. Si tra tta  allora di far vedere che nei punti 
interni al volume vS è

+00

(16) (A;! — = — 4 Ì V  j  f ( P , 2 u Ì I t ) e - « * d u .
— OO

Consideriamo per questo l’espressione
+00

C dS C
(17) 9 =  - |  —  I { f ( M , r  +  2 u i I t ) — f ( M , 2 u i k t ) } e - « * â u

S M - O O

e osserviamo che ponendo Ç =  2 u i k t , si ha

lim — { / ( M  , r  +  2 u i k t  ) — / (M , 2 u  ]/k t  )} =  —  •

Perciò la funzione sotto il segno di integrale di volume nella (17) resta finita 
quando r  -> o, cioè quando il punto M  coincide con P. Possiamo allora appli­
care l’operatore (A2)p sotto il segno di integrazione, e osservando che
A2 — — o, abbiam o r

+00

(18) (A2)p 9 =  ~Y=r (A2)p j ——  j f  (M , r  +  2 m i k t  ) e~u% d u —

S M

+  OO

----- (A8)p J  ~ ~  j  f  (M , 2 u i k t  ) e~u2 du  =
S M - o o

]/tt
(A2)p

sM

+  OO

j / ( M , r  +  2 u i k t  ) e~u% d ^ j dSM.
— oo

O ra per il teorem a di Poisson relativo ai potenziali newtoniani di volume risulta

(As),
■ /

dS,
+  OO

/ ( M  , 2 u
+00

V F ) *—■ d* =  —  4 7t J / ( P , 2  U  i k t  )  È?-**2 d u ,

ed èj d ’altra  parte
+ °°

(A2)p j ~ J  / ( M  , r  +  2 u i k t )  e~u* du
+00

ì ì \  y ) / m , r  +  2 u m  e-«‘ du
— OO — 00
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Perciò la (18) porge
+ 0 0

(Aa j“ĵ ~ J  I / ( M . r  + 2 « ik t ) e~u* du
SM -o o

+  0 0

— 4^7z j  f  (P, 2 u ~fkt ) e~u% d u ,
— 0 0

che dim ostra la (16), e quindi la (14).

2. Proponiam oci ora di assegnare, nel caso considerato, i valori espliciti 
dello spostam ento u  dei punti del mezzo elastico e della tem peratura T. 

Osserviamo in tanto  che m ediante integrazioni per parti si ha
r  r  r  r

(19) y  ( à r  j F ( M , t - ÿ j d r  = j ^ i  r F ( M , t - £ ) à r .
0 0 0 0 

Si ricava quindi dalle ( i o ) e ( n )
r

(20) 0! =  div »! =  —  J  jg rad  -  X j  r F  (m  , t  —  4 )  d^ | dSM
S M 0

r

(21) e2 e= div u 2 =  —  — —  j  jg rad  — X J  rF ^M  , t — Ç j d r \ dSM .
s M 0

Ne segue

(22) g r a d a i - 8 * )  =  ^

Sm
r

X  grad r  ■ grad r  —  dgr^p l/r j  rP (M  , t  — Ç j  d r j  dSM —
0

/ Ì É F ( M  - ^  — y )  X  g r a d  r - g r a d  r  —
S M

—  d g dP l/r J r F ( M , t  —  y )  d r  j dSM, 
ò

dove d g r ä d — j d P  è un operatore omografico tale che se x , y  , z  sono le 

coordinate del punto P ì ed X , Y , Z, le componenti di F, si ha

0 0  

0 0
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i - ( r / a ) t+ (r fa )  +oo

Dalla (12) si ha inoltre 

(23) g ra d Y  =  ——  J  dSM | — drj J  dÇ J f ( M , r + 2  u f i t ) e~u<i du-
r=aC%—r))j2

r))/2
t-\-(rla) +00

-  i r  J ^  j  f ( M  , ±  ( l - t  +  Ç)  +  2 « | / 4  ( l  + * - $ ) < - *  du  +
0 —00

t —{rjä) +00

+  ~ r  j  d 7! J / ^ M  , ~  ( i f  +  —  7 ) j  +  2 ^  | / ~  ( ^  +  - C  +  7 ] )  j  e ~ u' d « | grad r .

Infine dalla (11) si ricava 

(24) A2u2 =  —— - I f ( m  , t - r  \ dSM
b r

Sostituendo le (22), (23) e (24) nella (6), si ottiene per lo spostam ento u  
l’espressione 2̂)

<25) “  -  - à j i r  l i  F (M ’ < - rn )  -  i  F (M  ■ ‘ - Ì ) }1 f ( m  , t  —  r j  _ - L  f ( m  , t  — 4)1  X grad r  • grad  r  ■
°M

d grad 1 Jr 
dP

+  - 4 =  dSM 
4 V J

s,
t  +  (r/a) +00

t —{rja) t-\-(r/a) +  oo

d*/)
0 0

( ä t f m , r  +  2 u ^kt  ) e~u2 du  -

*=(l+ri)/2

V d 5  / / (M ' T ( 5 - ' + T ) + 2 * | / 4 (5 + ' - ^ ) ) ^ - ' d“ +
0 —00

t — (r/a) +00

+  4 r  I dv) j / ( m  , — (t +  4  — +  2 «  I / 4  ( / + 4  d"7)) ) du\gra.dr-\-
0 —00

+ 4 izìj b r

dove si può scrivere anche

—  F(M , t  —  - )  —  - F  M , t  —  -a2 \ ’ a) £2 \ ’ b

rjb

dr =  —  j  T F (M  , /  —  t) dx .
rja

(2) In base all’osservazione fatta nella nota 0-'), nel secondo membro della (23), e nel 
secondo membro della (25), va aggiunto l’integrale
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3. Per avere ora il valore della tem peratura T  osserviamo in tanto  che 
per la linearità dell’equazione (9), possiamo porre T  =  Ti +  T2, con Ti e T2 
soddisfacenti rispettivam ente alle equazioni:

(26)

(27)

A 2 “ T ^ ) T l  =  ^  Ì  d Ìv A 2“ l

dove, analogam ente alla (24), è

(28)
A * “ ‘ = A j

S»«-

_Q_

r \ dSM

Poniam o ora

(29) T i =  div w

con zv vettore da determ inare. Sostituendo nella (26) questa si può scrivere

div i (A2~ t  l i ) w -  1 ^ -  w  1 =  ° ’

la quale si può soddisfare ponendo

(3 0) /Ao —  -1  — l l _0 1

Posto ancora

F'  [ M. , t -----—(31) 0 ( p , o  =  - ^ ~ a 2Mi =  - g l? —At  dt * 4 n a2XT
SM

dove l’apice indica derivazione rispetto al tempo, si ha

i 3

r  \ hSM

(32) A2 ■ k 3/ w  =  <Z>(P , t )  .

In  modo analogo a quanto si è visto per la funzione U  definita dalla (15) 
si ha che se poniam o

-{- 0 0

(33) w ( P , * )  =  —  f  —  J  V ( M , r  +  2 u i T t ) e - u2d u ,
S M - 0 0

il vettore zv nei punti interni al volume S verifica l’equazione

(34)
+00

(A2 —  ~  W =  —  4 1/tc J  V  (P , 2 u f k t  ) e~u% du ,

e confrontando con la (32), si ha che il vettore V è dato dall’inversione del­
l’integrale

A  0 0

j  V ( V , 2 u Ì k t ) e  “ du =
4 A * ( P  , t ) .(35)



3 1 0 [166]Lincei — Rend. Se. fis. mat. e nat. — Vol. L — marzo 1971

Prendendo la divergenza del vettore w  (P, t), per la (29) si ha la tem pe­
ra tu ra  T].

Per quanto riguarda la tem peratura T2, definita dalla (27), abbiam o 
analogam ente

• +00

(36) T 2 = ^  f  ^  J g ( ' M , r  +  2 u f T t ) e - u*du,
S M - 0 0

dove la funzione g  è data  dall’inversione dell’integrale
+00

(37) f ^ ( P ,  2 u i k t )  e~u%à u =  —-4r—  Q(P, j f )  ,
J 4 yrc XT
— oo

e dal confronto di questa con la (13), si ha che g  =  — p//y.
L a tem peratura T  risulta così composta di una parte Ti dipendente dalle 

forze di massa, e di una parte T2 dipendente dal calore delle sorgenti.

4. Consideriamo ora il caso in cui il dominio ^  nel quale agiscono le forze 
di m assa F, e nel quale sono distribuite le sorgenti di calore, sia evanescente 
nell’intorno di un punto O, che si può assumere come origine delle coordinate,

e supponiam o che l’integrale pF(P, t) dS, si m antenga finito. Ponendo allora
s

( 38)  J p F ( P , 0 d S  =  9) ( 0 ,
S

dalle formule (io) e (11) si deducono per i vettori m1 , m2, i seguenti valori

(39)

H = ------ä-------I d r  I <plt— —) dr1 4 ita2 p r  \ a )

uo =   -  I dr I —  d r .2 4.1z b2p r J w J ^  y1' b
b 0

dove r  è ora la distanza del punto P dal punto O.
M ediante integrazioni per parti, analoghe alla (19), si ha

(49)

r  r/è

tV / J  T<̂ _T) d rU 1 ---u 2 =
0 rja

prendendo quindi la divergenza di am bo i membri, e successivamente il g ra ­
diente rispetto al punto P ì si ottiene

riè

(41) grad div (Ml —  w2) =  ■—  j d ^  l/r / t <p(t t) dx
rja

-g rad  -  X r l. r \  r L r • grad r
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L a (24) porge inoltre 

(42) A2M2 =  ., ,2 • -4 7T o1 p r
1 r 

7 W - 7

Supposto ancora che al rendersi evanescente del volume 5, gli integrali 

/(P>  0  dS, Q (P, rf) dS, si m antengano finiti, posto

(43) J 7 (P , Ç) dS =  *(!;) , J q  ( P , l) dS =  x (0  >

avrem o dalla (13)
+ 0 0

~ U JSe d u =  — i Y
4 f  7T

(44) J  dS J  / ( P ,  2 u ) l k t  ) é? “2d^ =  j  ^ ( 2 u ] / k t )

S  — 0 0  — 0 0

e dalla (12) risulterà per la funzione T  il valore (3)
t — (r/a) t+ ( r / a ) +  oo

(45) Y ( P , 0 = — 4  f  dT) f  d i  +  ^ d * .
4 ^   ̂ J J J r=a(%-f\)n

z ( 0 .

D a questa si ricava
*=(S+ìl)/2

t  — (r/a) t-\-(rja) + o o

(46) grad T  =  —T=
4 Ytc

tdr(r/a) fOO
I

ar

4  f  dv) ( àS, [  & ( r + 2 u f &t )  e u% d u —
J J J r = a ( ’E> — ri)/2

° ° ” °° t-Ct+rOl*

j  d l j  ^ ^ ( l - t + ^ + 2 U0 ( l + t ~ ^ \ e^ d u  +
0 —co

t — (r/a) +CO

+  ^ r f drì j  §F( 4 ( /  +  4 ~ 71) + 2 U ] / Ì ( t  +  Ì  +  ?l))e~U‘du  ! grad r.
0 — 0 0

Scomponendo il vettore spostam ento u  definito dalla (6) nelle due componenti 

u =  grad  div (uY —  w2) +  A2 w2
(47)

« " =  g rad  VF, 

in virtù delle (41) e (42) abbiam o

(48) , d grad 1 ir
47tP“  =  —^dP

r/è

- J  T(f ( t ---  t )  dT +

r\a

+ ^  —  V —  t )} X g r a d  r  • g r a d r  +  - ~ - 9>( t — - j )

(3) questo caso, trattandosi di una soluzione singolare per r  -> o, si può omettere 

^  — —  j considerata nella nota O-òla funzione W =  —  T 
r
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la quale, in assenza di azioni termiche, generalizza le formule che Love <4> 
aveva stabilito nel caso in cui la forza di m assa ha direzione costante. La 
u"  =  grad  T  dà il contributo dovuto alla dilatazione termica.

Infine, poiché analogam ente alla (42) si ha ora

(49)

ed è inoltre

(5°)

Al Mi 4 iza2 p r

— Yt o . J_
4 7T a2 pXT r0 (P ^ ) =  ' i r  9 ' [* —

considerando della (32) un integrale dipendente soltanto da r  e da t, si trova

t - { r !d )

(5 1 )

e quindi

(52) T i =

IV 4 tu pXT r
i ì f ( f  ( t )  d r

S M !  ( f + # < ' - > /  —

t —(rja)
a2

e k (f ( t )  d v  -f-

+ i ^ - i ) S x £r a d r -

Dalle (36) e (37) si deduce poi per la componente T2 della tem peratura il 
valore

(53)

essendo

(54)

+00

=  f  G  (r +  2 u y k t ) e~u2 d^ , Itt J

+ 0 0

f  G (2 u f k t )  e U’d u =  ■ 7  X (0 ,
J 4 Xt

e xOO il limite dell’integrale Q ( P , /) dS, quando il volume S  diventa infi­

nitesimo nell’intorno del punto O.
C onfrontando la (54) con la (44) si ha che le funzioni ^  e § sono legate 

dalla relazione cf =  — yG/p.

(4) A. E. H. Love, The propagation of wave—motion in an isotropic elastic solid 
medium «Proceedings of the London Mathematical Society», S. 2, V. 1, 1904. Cfr. anche 
G. SOMIGLIANA, loco citato nella Nota I.


