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Analisi matematica. — Un apporio alla fenomenologia delle equa-
ziont lincari a derivate parziali. Nota ® del Socio Mauro PIconE.

SUMMARY. — A simple unprecedented example is given concerning a linear partial
differential equation of an arbditrary order in two real independent variables, a solution of
which is determined in a suitably given domain, when its value along an arc lying in it
is prescribed.

Indicherd con x e y due variabili reali indipendenti e porrd p = (22 - 32)1/2,
indicherd con @ e & due assegnate quantita positive, essendo 6 > &, con C(a, b)
la corona circolare del piano (x, ), luogo dei punti, del piano stesso, per i
quali

a< =0,

per un asse 7 del detto piano, spiccato dalla sua origine O, con 6 I'anomalia
minima di 7, rispetto all’asse x, cio¢ I’angolo, compreso nell'intervallo (o, 27),
estremo destro escluso, di cui deve ruotare I'asse x, con fulcro in O, nel
verso positivo delle rotazioni, per sovrapporsi sull'asse 7, con «(p) una
funzione di p, definita nell'intervallo (@, &), verificante la limitazione

o=a(p) <2m,

con I' la curva di equazione polare

0=0a(p),

la quale risulta tracciata (ved. fig.)
nella corona circolare C (@, 4), con- Y
giungente i punti [z, «(2)] e [4, a(8)]
delle circonferenze limitanti la corona
ed incontrata in uno ed in un solo
punto da ogni circonferenza concen-
trica alla corona C (a2, 4) ed in questa
contenuta.

Per una funzione # (x,y), con-
tinua in C (@, ), con le sue derivate
parziali del primo ordine, ciot di classe
uno, porro

DuE—yg—Z—l—x

u
oy ’

e, se #(x,y) vi ¢ continua con le sue derivate parziali dei primi #» ordini,
[ . . . .
cio¢ di classe 7, indicherd con D% il risultato dell’operazione D ripetuta 7

(*) Presentata nella seduta del 13 marzo 1971I.
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successive volte sulla #. In particolare, supposta # di classe due, si ha:

2 ) < ZSu Szi
VT Yy

ed, in generale, D"# risulta una combinazione lineare delle derivate parziali
della #, dei primi 7 ordini, con coefficienti polinomii omogenei, nelle varia-
bili indipendenti x e y, di grado non superiore ad 7.

Cio posto, ecco il fenomeno che mi propongo di mostrare con la Nota
presente.

Assegnate, arbitrariamente, una funzione reale f(x,v), continua nella
corona circolare C (a,b) e una funzione reale g (p), continua nell intervallo (a, b),
qualunque sia ['ordine n dell’equazione a derivate parziali

(D D'u=7(x,),

non puo esistere pin di una soluzione dell'equazione stessa che sulla curva T
assuma valori prescritti g(p), che werifichi, cioé, la condizione:

©) u[pcosa(p), psena(p)] =£ (o), a=p=b.
Condizione mecessaria affinché esista una tale soluzione della (1) é che
st abbia
ofQ)-+2m

(3) flpcost,psent]dr =o0,

a(o)

8
IA
o
IA
O~

Se «(p) e f(x,y) sono di classe n la detta condizione ¢ sufficiente, in parti-
colare ¢ allora sufficiente che ['equazione (1) sia omogenea.

Dimostrazione. Si ha
u(x,y) = u(pcosb, psen 0)
e, com’® subito visto,
)
D=
Porro
u(pcos,psen0) =v(p,0).
Per n =1 I'equazione (1) si scrive
%e”—:f(pcose, e sen 0),
donde, dovendo essere verificata la (2),

]

@ 2(p, 0) =[f<p cosz, p sen) dv +¢(p).

a()
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Ma deve risultare
vip,a(@l=v[p,a(p) +27],

e quindi necessariamente, la (3). Soddisfatta la quale, con la (4) si ha 'unica
possibile soluzione del problema.
Se consideriamo, in generale, ’equazione

(5> Dn+1” :f<x:y>r (” = I))

con 7 numero naturale non inferiore ad uno. Deve aversi
° Dry = 0 0
- u=f(pcos0, psenb),

donde, necessariamente, la (3), che supporremo soddisfatta.
Tutte le soluzioni della (5) sono date dalla formola:
0

v(p,0) —j T) F(pcosT, psent)dr + g(p) + ng((,) [e_ﬂ

a(Q)

ove g(p),£,(p), - +,£.(p), sono funzioni della sola p, la g(p) essendo asse-
gnata, conformemente alla condizione (2).
Dovra, pero, aversi anche:

vip,a(@l=vlp,a(p) +27],

3 M
%} E[ v] <v:1,2’...’n>
36Y jo=ale) 30" Jo=a(o)+2x

e quindi le 7z 4+ 1 equazioni:

a(e)+2m
(60) / DK&F—Z?~——T]—]‘(@cos'r,psenﬂr)dﬂr~{—Zg/E o,
o ¢ =
a(e) 1,
a(Q)+2x®
6.) Mf( COS T, psen )dT+Z O
: V. (n_v>! P P T g/} P (zé——\l)l gv P ’
a(Q)

(V:I,Z,"',”>.

L’equazione (6,) per v =7, non & che la (3), supposta soddisfatta,
essa pud dunque esser soppressa dalle (6,) e le equazioni (60) e (6,),
per v=1,2,---,2—1, determinano, com’¢ subito visto, le funzioni
g1<9> ,g2<9> [ '!gn<9>'

Per » = 2, 'equazione (1) ¢ lineare del second’ordine di tipo parabolico
ed ha per caratteristiche (doppie) le circonferenze contenute nella corona
C(a,b) e a questa concentriche. Per quanto ¢ stato, nelle righe precedenti,
mostrato, il problema della determinazione delle soluzioni di tale equazione,
non ha nulla a che vedere con quello classico per I'equazione del calore, essa
pure di tipo parabolico, assunto come modello per le equazioni di tale tipo.



