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Topologia. — H —applications d ’une sphere dans une sphère. 
N ota0 di F r a n ç o i s  S i g r i s t , presentata dal Socio B. S e g r e .

R iassunto. — Si classificano le H-applicazioni fra sfere, considerando come equi 
valenti due applicazioni che siano omotope con conservazione dell’unità rispetto alla molti 
plicazione.

I n t r o d u c t i o n

Les sphères S1 , S3 et S7 sont les seules admettant une multiplication avec 
unité [1]. Deux multiplications sur une sphère Sm sont équivalentes si elles 
sont homotopes comme applications Sm Sm, par une homotopie con 
servant l’unité de la multiplication. Nous ne considérerons que des appli 
cations continues pointées entre les sphères, le point—base étant l’unité de la 
multiplication. Il existe 1 classe de multiplications sur S1, 12 sur S3 et 120 
sur S7 [2]. Une application f: sera dite homomorphe (ou H—appli 
cation) s’il existe des multiplications m  et m\ sur S* resp. Sq telles que le 
diagramme

S’ xS *-

/ x /

S*x s*-

S*

/

S*

soit homotopiquement commutatif. Cette propriété ne dépend que de la classe 
d ’homotopie de / .U n e  application homotope à l’application triviale est toujours 
une H-application; nous étudierons donc les groupes tc, (Sç) différents du 
groupe trivial. Ceux-ci sont dans notre cas

(i) n1 (S1) ~  Z de générateur 4
(ii) 7C3 (S3) ~  Z de générateur i3
(iii) 7t7 (S7) ~  Z de générateur i7
(iv) tu7 (S3) ~  Z2 de générateur a =  v' oy}6 =  y)3ov4 [Toda] p. 43-44.

L ’objet de ce travail est d ’établir la liste des H-applications S*->S9, en 
démontrant le

T h é o r è m e :

(i) nii est toujours homomorphe,
(ii) m3 est homomorphe si et seulement si n (n2—- 1) =  o (mod 8),
(iii) m 7 est homomorphe si et seulement si n — 1) =  o (mod 16),
(iv) a r ìest pas homomorphe.

(*) Pervenuta all’Accademia il 20 giugno 1970.
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D é m o n s t r a t i o n  d u  t h é o r è m e

(i) On sait que l’opération d ’addition de (Sq) peut être réalisée par 
multiplication des valeurs, dans le cas où Sq est un H-espace. S1 pouvant 
être munie d ’une structure de groupe commutatif, le résultat est trivial.

(ii) La démonstration se trouve essentiellement dans Arkowitz-Curjel
[3]. On déduit en effet du théorème A de [3] le résultat: est homomorphe
si et seulement s’il existe deux entiers t et r  tels que n2 (2 t +  1) — n (2 r  +  1) 
(mod 24). Il est facile de voir que cette propriété est équivalente à 
n (n2 — 1) =  0 (mod 8).

(iii) On sait que 7r(S7x S 7 , S7) est un groupe [4]. Il est donc possible 
de reprendre complètement l’argument de [3]: n est homomorphe si et 
seulement s’il existe t et r  tels que n2 (2 t +  1) =  n (2 r  +  1) (mod 240). 
Or, cette condition est équivalente à n (n4— 1) =  o (mod 16).

(iv) Si l’application essentielle: S7 ->• S3 est homomorphe, la con 
struction de Hopf, appliquée au diagramme d ’homomorphie, fournit le dia 
gramme homotopiquement commutatif:

g!5 H<m) . g8

a * a Sa

*
S7 H OO . g4

H (ni) et H (:m ') sont des éléments d’invariant de Hopf 1, puisque m  et m' 
sont des multiplications. L ’application oc * a est évidemment triviale [5], 
puisqu’elle se décompose en S15 -> S11 -> S7. Nous allons montrer que 
SaoH (n i)~ j= o, ce qui démontrera (iv). Nous nous servirons des propriétés 
suivantes des groupes d ’homotopie des sphères (notations de [Toda]).

a) H (ni) est d ’invariant de Hopf 1, donc égal à a8 +  k  est entier, 
8 engendre tu14 (S7), et 15 S =  or'

b) t]7oS8 =  Y]7°21cr' =  21 (y}ß°Gf) =  S  (4v6) =  4 v 7' =  o [Toda] p. 64

c) 7370̂ 8 =  ' + v7 +  £7 . [Toda] p. 64

d) 2)v'o(g' =  2 2k ' M imura—Toda [6]

e) 21v'ov7 = . S  (v'ov6) =  S  (23°vu ) =  s 4ov12 [T oda] p. 68

/ )  2 v'ôs7 et£4ov12 engendrent chacun un sous-groupe direct de tuI5 (S4);
Sv'os.7 +  £4°v12 est donc non-trivial. [Toda] p. 66.

Le calcul de 2 oc°H (ni) devient

2ocoH (m ) — Sv'o7]7ocy8 +  £Ev'oy)7o 2 8  == 2v'o7]7o(j8 === 2)v'o(j'o7)H -f-

—j— Sv'ov7 ~j-  21v o£7 =  2jv  °V7 -f- 21v ' o s 7 =  £4°Vj 2 “L Sv'°£7 =1= o  C qfd. 
(d) (*) (/)
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