ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

FRANCOIS SIGRIST

H-applications d’une sphére dans une sphére

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 50 (1971), n.2, p. 128-130.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1971_8_50_2_128_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1971_8_50_2_128_0
http://www.bdim.eu/

128 Lincei — Rend. Sc. fis: mat. e nat. — Vol. L — febbraio 1971 [88]

Topologia. — /H-applications d’une sp/zéré dans une sphére.
Nota @ di Frangors Sigrist, presentata dal Socio B. SEGRE.

RIASSUNTO. — Si classificano le H-applicazioni fra sfere, considerando come equi-
valenti due applicazioni che siano omotope con conservazione dell’unita rispetto alla molti-
plicazione.

INTRODUCTION

Les sphéres S', S® et S7 sont les seules admettant une multiplication avec
unité [1]. Deux multiplications sur une sphére S” sont équivalentes si elles
sont homotopes comme applications S”XS™— S”, par une homotopie con-
servant l'unité de la multiplication. Nous ne considérerons que des appli-
cations continues pointées entre les sphéres, le point-base étant 'unité de la
multiplication. Il existe 1 classe de multiplications sur S', 12 sur S° et 120
sur S’ [2]. Une application f: S S sera dite homomorphe (ou H-appli-
cation) §'il existe des multiplications 7 et 7' sur S’ resp. S telles que le
diagramme

S'x §F—"——>§°

IXf \f
' R
S7x 87 — 57

soit homotopiquement commutatif. Cette propriété ne dépend que de la classe
d’homotopie de f: Une application homotope & 'application triviale est toujours
une H-application; nous étudierons donc les groupes w; (S7) différents du
groupe trivial. Ceux—ci sont dans notre cas

(@) m (8" ~ 2 de générateur v,

(i) m5(S®) =~ Z de générateur iy

(iii) 7y (S") ~ Z de générateur i,

(iv) 7y (8% ~ Zs de générateur o = v'omg = mgov, [Toda] p. 43-44.

1

12

L’objet de ce travail est d’établir la liste des H-applications S'—S7, en
démontrant le
THEOREME:
(1) my  est toujours homomorphe,
(1) nr3  est homomorphe si et seulement si n (n2— 1) = o (mod 8),
(iii) mty  est homomorphe si et seulement si n (n* — 1) = o (mod 16),
(iv) a = #'est pas homomorphe.

(*) Pervenuta all’Accademia il 20 giugno 1970,
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DEMONSTRATION DU THEOREME

(i) On sait que I'opération d’addition de w; (S?) peut étre réalisée par
multiplication des valeurs, dans le cas ot S? est un H-espace. S' pouvant
étre munie d’une structure de groupe commutatif, le résultat est trivial.

(if) La démonstration se trouve essentiellement dans Arkowitz—Curjel
[3]- On déduit en effet du théoréme A de [3] le résultat: 7t est homomorphe
si et seulement s'il existe deux entiers ¢ et 7 tels que 22 (2 + 1) = % (27 + 1)
(mod 24). Il est facile de voir que cette propriété est équivalente a
n (2 —1) = o (mod 8). '

(iii) On sait que = (S"XS", S") est un groupe [4]. Il est donc possible
de reprendre complétement I'argument de [3]: sty est homomorphe si et
seulement s'il existe # et 7 tels que 72 (2¢+ 1) =n (27 + 1) (mod 240).
Or, cette condition est équivalente & # (#*— 1) = 0 (mod 16).

(iv) Si l'application essentielle: S" > S® est homomorphe, la con-
struction de Hopf, appliquée au diagramme d’homomorphie, fournit le dia-
gramme homotopiquement commutatif:

gis _HOm | o8

P

ok O

¥
S7

_He s

H (m) et H (") sont des éléments d’invariant de Hopf 1, puisque 7 et '
sont des multiplications. L’application a*a est évidemment triviale [s],
puisqu’elle se décompose en S'™ —S'" —S?. Nous allons montrer que
ZaoH () == 0, ce qui démontrera (iv). Nous nous servirons des propriétés
suivantes des’groupes d’homotopie des sphéres (notations de [Todal).

@) H (m) est d’invariant de Hopf 1, donc égal & o3 -+ £X3; £ est entier,
d engendre Ty (57), et 158 = ¢’

4) 777°23 = Mgo2c’ = X (ngoc’) = X (4v6) = 4 V7 =0 [Toda] p. 64

¢) Mroog = 6'oNyy + vy + &7 [Toda] p. 64
d) Zv'oc’ = 22X’ Mimura—Toda " [6]
e) Tv'ovy = X (v'ovg) = I (eg0vq1) = £40V1 [Toda] p. 68
J) Zv'eeq et gqovyp engendrent chacun un sous—groupe direct de 4 (sY;

2v'egy -+ g40v15 est donc non—trivial. ' [Toda] p. 66.

Le calcul de ZaoH (7) devient
oo H (;n) = 2y ongo0g + A2V om0 23 5 2y onqo0g = 2v'oc’onyy +
+ Zviovy + 2v'ogy = 2v'ovy 4 Zv ogq = SV + Zvieey 4=0 Cqfd.
. (63}
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