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Equazioni differenziali. — Sulle soluzioni in  tutto lo spazio d i 
certe equazioni a derivate p a rz ia li^ . Nota di L a m b e r t o  C a t t a b r i g a , 

presentata (*#) dal Corrisp. G. C i m m i n o .

S u m m a r y . —  Regularity and existence of solutions in the whole ^-dimensional 
euclidean space of a class of partial differential equations are studied.

Presentiam o qui alcuni risultati riguardanti le soluzioni in tu tto  lo spazio 
euclideo reale ^-dim ensionale E w , n >  2, di equazioni a derivate parziali 
a coefficienti complessi costanti di un tipo più generale di quelli considerati 
nel n. 7 di [2].

Indichiam o con Sn , n >  2, lo spazio vettoriale ^-dim ensionale avente 
per elementi i m ulti-indici s  =  (si , • • - , s„) a coordinate sj , j  =  1 n, 
reali. Con e indichiam o Velemento di Sn avente tu tte  le coordinate eguali ad 
uno e con eJ' l’elemento di Sn con eJh — o per h=^=j ed ej — I. Se s e S ” ha 
coordinate intere non negative porrem o ds—d^jdxi • • • dxsnn, x  =  (x1, ♦ • ♦, x„) e E*,
15 1 “  si +  • * * +  s„ e D s =  (—  2) ^ 9®.

Sia P (D) =  as Ds un polinomio differenziale a coefficienti complessi 
costanti. Con la denom inazione di [5] e [7] chiameremo poliedro caratteri­
stico di P (D) l’inviluppo convesso in S* dell’insieme { s e S ” ; ^ s ± ° }  U {o}. 
Supporrem o che P (D) soddisfi alla

C o n d i z io n e  K.

i) il  poliedro caratteristico P  di P (D) sia tale che

V j  =  i , • • •, n è nij ~  m ax { p >  o ; peJ e P  } > 0 ,

! il) esistano due costanti C >  o ed R >  o tali che
N ( p )

I p ® |  > c £ , i r  I <« Vi- e E*, | £ | >  R 
2

ove s l, l  — 2 , • • •, N(P), indicano i vertici di P  diversi dalV origine o d i Sn.
U no studio dei polinomi differenziali soddisfacenti alla K  è stato ini­

ziato da L. R. Volevic-S. G. G indikin [7]. I risultati che qui esponiamo si 
otiéngono utilizzando quanto provato in [1] e [2]. U n a  parte di essi costituisce 
una estensione dei risultati del n. 7 di [2]. Salvo alcune varianti esplicitamente 
indicate, le notazioni qui usate sono quelle di [1] e [2].

(i) Lavoro eseguito con contributo del CNR. 
(**) Nella seduta del 20 febbraio 1971.

(1) S e s e S ” si pone |Ç*| =  J T  15; fy •
1 J



[69] Lamberto C attabriga, Sulle soluzioni in tutto lo spazio, ecc. 109

i. Si vede facilmente che le proposizioni provate nel n. 1 di [1], in p arti­
colare il lemma 1.6 da cui esse dipendono, continuano a sussistere se con 
©L^,a» i < / <  00 , oc >  o, si intende, anziché lo spazio là così indicato, lo 
spazio vettoriale costituito da tu tte  le funzioni Ç a valori complessi indefini­
tam ente differenziabili in Kn e tali che

i r  n \ l /p

Il 3r ç II VE*),« =  j j  I ^  Ç f  r i y  (I; +  I Xj ! T P dx  j <  00 ,
En

per ogni m ulti-indice r di interi non negativi. In tale spazio si considera 
la topologia definita dalla famiglia di seminorme : sup || £ ||l .  (Ew),a >

I r  I <  m

m =  o ,1,- • •. Lo spazio 3>l ,̂u così definito è strettam ente incluso neH’omonimo 
spazio di [1 ]. Porrem o

©£ =  U U S>L,a
1< P <  0 0  0 <  a <  p - 1

ove indica il duale di / '  — / / ( / — 1). Gli elementi di 3)l a
sono le distribuzioni che possono scriversi come somme finite di derivate di

prodotti di funzioni d i / -e s im a  potenza integrabile su Kn per ITIy ( 1 +  I Xj I )“.

T u tte  le proposizioni di [1] e [2] continuano a sussistere inalterate con 
questa nuova definizione dello spazio in particolare il lem m a 1.9 ed il 
teorema 1.1 da cui le altre dipendono. Nel seguito indicherà sempre lo spazio 
ora definito; (E*), 1 <  /  <  00 indicherà naturalm ente lo spazio
delle classi delle funzioni a valori complessi aventi /-e s im a  potenza in tegra­
bile su Ew, con la norm a

11/11^ =  1
En

)UP
\ f ( x ) \* à x  I

2. D e f i n i z i o n e  2.1. Sia  §0 l ’insieme dei poliedri convessi P  di Sn 
tali che

a) P  C S+ =  {s  e Sn ; sj >  o , j  =  1 , • • •, n} ;
è) l'origine o di S” appartiene a P;
c) , V/ =  ï , n è vtj =  m ax { p >  o ; pe-7' e P }  >  o.

Si vede facilm ente che se P  e 8% l ’origine o di S" ed i punti ntj ej  sono 
fra i vertici s l ,1  — 1 . ,•••,  N (P), di P. Porremo sempre s1 =  o. §0 contiene 
l’insieme dei poliedri convessi di S” indicato con $n in [1] e [2], Se P  e Sq

! n ) 
s € S+ ; y l:n i j1 s,- <  i |  C P .  In  accordo con [i] porremo

P + =  j s  6 p ; m p S j  >  I j
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ed indicherem o con P + l’insieme degli s e i?  che appartengono ad almeno 
uno degli iperpiani estremi di appoggio di P  diversi dagli iperpiani coordinati. 
Si vede facilm ente che P + coincide con l’inviluppo convesso dei vertici di P  
diversi dall’origine.

LEMMA 2.1. Sia  P 6 ^ J  ed $ * , . / =  1 N (P), i suoi vertici (s1 — o); 
allora

i) se s e V e

ii) se s e P + è

N(P)
< 2 , | ^ |  , S e  E " ;

N(P)
|S*|  < 2 ; | ^ |  , S e E” ;

2

iii) se s e P X P 4" è

lim | e
Ul

N(P) -1
o ;

iv) se s e S* \ P  esiste un a e Sn con almeno una coordinata positiva 
tale che posto \  — ( f l , • • •, f ”) è

lim | e
I t I ->oo

N(P)
S / I ^ l

v) se s e P \ P + posto E, =  (tm± , • • *, tmfl ) è
1

Hm I e
I  ̂I —̂ 0

N(P)
£ , 1 ^ 12

— -j- 00.

Dimostrazione. Le i) e ii) sono semplici conseguenze della convessità 
di P  e P + <2), m entre la v) è im mediata. Per provare i i i) /3) e iv) osserviamo 
che come conseguenza di a) , b) , c) si può scrivere

P  =  n
«ea(P)

s € S+ , • aj Sj ^  I
1

ove &*(P) è un insieme finito (e non vuoto) di Sn tale che ogni suo elemento 
ha almeno una coordinata positiva. Essendo P  limitato in S* è inoltre

n

rp^x 2 / aj  sj >  0 Per ogni s e P \ { o } .  Se « e P \ P + , s  =(= o , è 
« e^d(P) 1

m ax
«e'a(P) Ç y  aj SJ p <  I e quindi p 1s € P +. Per ii) è quindi 

/N(P) \Q
V £ e E " ,

(2) Si veda per esempio [5] od il lemma 3.1 di [1].
(3) Si veda anche [7], lemma 5.
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N(P)
da cui segue subito iii) poiché per c) è lim X ì / I ^ l  =  +  °°- Se infine

| i | - > + o o  2
n

s € S + \ P  è i per almeno un ae<9L(P). Scelto uno di tali a e
1■'

n n

posto E, =  ( f l , • • •, f" )  avrem o 

per 11 1 >  i , l  =  2 , • • •, N (P),

1 11 '  ' \ & \  =  \ t \ r  < \ t \

poiché è sem pre 2 /  aj  Sj <: I • Ciò prova iv).

3. Come il lem m a 5.3 di [2] si prova il

L em m a  3.1. Sia  P (Ç) =  as ïp un polinomio a coefficienti complessi 
tale che { s e S " ; ^ = ) = o } C P ^ o  e che soddisfi alla K  ii); sia Ç G (E w),
o <  Ç (Ç) <  i, Ç ©  =  i per  I l  ! < M  ,M  >  R, Ç ©  -  o per  11  | >  2M , 
allora la funzione

[i -  n (£)] [P (Ç)]-1 , ? e E-,
è un moltiplicatore nello spazio S delle funzioni indefinitamente differenziabili 
in Kn ed a decrescenza rapida alVinfinito ed un moltiplicatore d i tipo
(p  >p ) > 1 < p <  °°.

OSSERVAZIONE 3.1. Affinchè un polinomio P (£) soddisfi alle ipotesi del 
lemma 3.1 è necessario che Vinviluppo convesso R  in Sn delVinsieme {s e Sn ; 
as ^  ° )  U { o }  coincida con P, ossia che asi - {= o per ogni l  =  2 N (P).

Dimostrazione. Essendo i punti my , j  — 1 , • • • , n ì vertici di P, 
i term ini j |^ ’ figurano a secondo m em bro della m aggiorazione a cui deve 
soddisfare P (£). F ra  gli s  tali che a3 =j= o dovranno quindi esservi gli 
my eJ , j  =  i , • • •, n. E dunque R  € $0 • Se R  non coincidesse con P  vi sarebbe 
almeno un vertice di P , sia s /o, diverso dall’origine e non appartenente ad R. 
Indicati con rk , k =  1 ,--  * , N(R) ,  i vertici di R  per la i) del lem m a 2.1 
applicata ad R  sarebbe

N(Ff)

2 , 1 ^ 1 1  PODI“ 1
2

> c \ l sK\
N(R)

? * ■

-1
l \  > R ,

ove c è una costante positiva, m a il secondo m em bro non può m antenersi 
lim itato per | ^ |  > R  per la iv) del lem m a 2.1 applicata ad R.

L em m a 3.2. Se P  (£) =  as è un polinomio a coefficienti complessi 
tale che {s e Sn ; as ={= 0}C P +, P e ^ J  e che soddisfi alla K ii) con R  — o, allora 
qualunque àia r  e P  la funzione ^  [P  (5)]“1 (4) è un moltiplicatore nello spazio 
Y  ed un moltiplicatore di tipo (p  , q) per 1 < p  < 00 , q ~  p f i  — pfi) 
qualunque sia rj 6 [o , p ^ x[ tale che r  r\e e P +.

n r . r.  ( £  3  c p  £ .  ; >  o

(4) Per r e S ” si pone Ç' =  T U '  , 5/  =  \  •
1 I e I Syp se \ j <  o

(5) Definizione e proprietà di questo spazio, introdotto da P. I. Lizorkin [3], sono 
anche esposte nei nn. 1 e 2 di [1].
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L a dim ostrazione di questo lemma, fondata su un teorem a di P. I. Li- 
zorkin [4] si conduce come quella del lem m a 5.2 di [2], tenendo conto che 
se r  +  y\e € P +

gr + r\e p ©  r 1 <  e - 1 1 r +nc
N(P) -| -  1

< c - ' ,
2 J

£ € E" \  { O } ,

per la ii) del lem m a 2.1.

OSSERVAZIONE 3.2. Affinché esistano dei numeri rj soddisfacenti alle condi­
zioni richieste dal lemma 3.2 occorre e basta che sia

(3-0 < p - \

4. Se P (D) è un polinomio differenziale soddisfacente alla K  il suo 
poliedro caratteristico P  appartiene a ' $o-  Dalla iii) del lem m a 2.1 segue 
allora subito il

LEMMA 4.1 (6b Un polinomio differenziale P (D) a coefficienti complessi 
costanti soddisfacente alla K  i) soddisfa alla K  ii) se e soltanto se esistono due 
costanti positive Ci >  o ed R i >  o tali che

N(P)
>  C i S , | V  | ■ € E”, I £ I >  Ri .

2
K ii')

r €P+

Il polinomio P 0 (£)' — as 'tf è chiam ato in [7] parte principale del 
s e  p+

polinomio P (Ç). A lla K  ii') con R x =  o soddisfano tu tti i polinomi quasi 
ellittici. Ciò accade, come si vede con semplici esempi, anche per polinomi 
non quasi ellittici.

TEOREMA 4.1 . Se P (D) è un polinomio differenziale a coefficienti complessi 
costanti soddisfacente alla K, allora da u € §' , P (D) u e S)L (7), 1 < p  <  00, 
segue ue (^ °° (E n).

Dimostrazione. Indicate con ed oT*1 la trasform azione di Fourier 
e la sua inversa, nello spazio S' delle distribuzioni tem perate è

u  =  cF” 1 ((1 —  Q Wu) +  ( f  &u) =  u± +  u2

ove Ç è la funzione così indicata nel lemma 3.1. Per ogni m ulti—indice r  di 
interi non negativi è poi ^  (Dr u^) =  (1 —  Ç) [P (Ç)]-1 & (Dr P (D) u) onde, 
per il lem m a 3.1, Dr ux € L ^ . Ne segue che Ciò prova il teorem a
poiché u2 e S °° (E n).

(6) Cfr. [7] teorema 2.
(7) indica qui lo spazio S)L̂  a del n. 1 quando oc =  o.
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TEOREMA 4.2  . S ta  P (D) un polinomio differenziale a coefficienti complessi 
costanti soddisfacente alla K  con R  =  o ^ con { 5 ; as =|= o } C P + ed r e  P  soddisfi 
alla (3.1), allora per ogni u e 01  tale che P(D) u e 1^,, 1 <  p  <  00, è Dr u e e

(4 - 0  II Dr « ||L? <   ̂ Il P (D) u \\hp ,

con c costante indipendente da u, per ogni q — p((\  — pp), con

7) 6 I —  £  tnj 1 ry 2 y  mP \  , m in i —  Uj r} /  m ax £  . a.
M ’ ' «e a(P) V \ 3 li a e a(P) 1

n [ o , p  1[ .
1 / \ 1 • / «e a(P) \ 1

Questo teorem a si prova utilizzando il lemma 3.2 ed il teorem a 2.2 di [1].
«

T e o r e m a  4.3. P(D) soddisfi alla ipotesi del teorema 4.2 e sia ^  .m j 1 > P>
1 J -1

allora se f  e ~Lp esiste una ed una sola u e ~Lg, q =  p j( i— pfi)y y] e j j mj 1

max 2  • aj  )
«ea(p> 1 J ! _

essa valgono le (4.1).

O [o , p  1 [ soluzione della equazione P (D) u —f  in Kn e per

Dimostrazione. Il lem m a 3.2 assicura che esiste una ed una sola 
con i q indicati qui sopra, tale che

< / >^ 1 ( [ P ( Ç ) r 1 ^. ç) )  =  < « , 9> V c p e S ,
onde (P  (D ) u , 9) =  (u , Sr“ 1 (P  (£) ^ 9 )) '=  ( f , 9) per ogni 9 e S.

T e o r e m a  4 .4 . P (D )  soddisfi alla ipotesi K  con R  == o, allora se u € 0 C 
e P  (D ) u =  o è u =  o in E w.

Dimostrazione. Nella ipotesi indicata [P  (5)]"”1 è infatti un m oltipli­
catore in T* onde con le notazioni di [1]

(u , 9) =  {P (D) u , Sr“ 1 ([P  (Ç)]“ 1 ^ 9 ))  =  o Vcp e <D.

Il teorem a segue allora dal teorem a 1.1 di [1] e dal teorem a 4,1.
Nel caso in cui P  (D ) =  P 0 (D ) sia quasi ellittico, un risultato  del tipo 

del teorem a 4.3 si trova in [6].
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