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T o p o log ia . — Una caratterizzazione degli spazi ad aperti local­
mente com pa tti^ . N ota di E r a ld o  G iu l i ,  presentata dal Corrisp. 
E . M a r t i n e l l i .

RÉSUMÉ. — On démontre le théorème suivant: pour qu’un espace topologique Y 
quelconque, même pas séparé, ait ses ouverts localement compacts, il faut et il suffit que 
le foncteur « produit par Y » soit canoniquement adjoint au foncteur « Horn (Y , ) » construit 
par la topologie compacte-ouverte. Le théorème est généralisé aux espaces fibrés sans structure.

Sia X X Y il prodotto topologico degli spazi X ed Y, H ( Y , Z) =  
=  Horn (Y , Z) l’insieme delle applicazioni continue dello spazio Y nello 
spazio Z , (Y , Z) l’insieme H (Y , Z) dotato della topologia com patta- 
aperta. Ci proponiam o di trovare una condizione necessaria e sufficiente per 
lo spazio Y affinché, qualunque siano gli spazi X e Z, l’applicazione canonica 
73 : H (X X Y , Z )—>- H (X , H CÛ (Y , Z)) sia b ijettiva e naturale, sia cioè una 
aggiunzione tra  i funtori ( X Y) e H co (Y, ).

R. H. Fox [5] e R. F. Arens [1] hanno provato che, qualunque siano 
gli spazi X e Z, l’applicazione 73 è bijettiva se lo spazio Y è localmente com patto 
e separato.

Successivamente R. F. Arens e J. D ugundji [2] hanno considerato diverse 
topologie nell’insieme H (Y , Z), provando, tra  l’altro, che non sem pre esiste 
unà topologia in H (Y , Z) in modo che, per ogni spazio X, sia bijettiva l’appli­
cazione 7]. R. Brown [3], [4], lim itandosi al caso degli spazi separati, ha invece 
considerato diverse topologie nell’insieme X X Y, m ostrando che esiste una 
opportuna topologia che rende bijettiva l’applicazione 73.

Sulla base di quest’ultim o risultato R. Pupier e A. Roux [8] hanno recen­
tem ente provato, sempre nell’ipotesi che gli spazi siano separati, il reciproco 
del risultato  di R. H. Fox e R. F. Arens sopra richiam ato.

Ebbene, in questa Nota, dimostro che il risultato di R. H. Fox e R. F. 
Arens vale più in generale per la classe degli spazi, non necessariamente sepa­
rati, ad aperti localmente compatti, e che, per tale classe sussiste anche il risul­
tato1 inverso. Gli spazi indicati mi sono stati segnalati dal prof. M. Vaccaro 
come i più adatti a risolvere il problem a dell’aggiunzione.

Nel n. 3 generalizzo i risultati ottenuti al caso di spazi fibrati.

i. -  Spazi funzionali e spazi ad aperti localmente compatti

Siano X , Y , Z  spazi topologici; ad ogni applicazione oc di X x Y  in Z 
resffi associata l’applicazione à di X nell’insieme delle applicazioni di Y in Z, 
definita ponendo, per ogni x  e X e y e  Y , (ckx) y  =  oc (x , y). Viceversa ad (*) (**)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
(**) Nella seduta del 9 gennaio 1971.
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ogni applicazione ß di X nell’insieme delle applicazioni di Y in Z resta asso­
ciata l’applicazione p di X X Y in Z, definita ponendo, per ogni (x , y) e X X Y, 
ß (x , y) =  (ß^)y . Ovviam ente risulta oc =  a e ß =  ß.

Denotiam o con H x (Y , Z) lo spazio funzionale ottenuto dotando l ’insieme 
H (Y , Z) delle applicazioni continue di Y in Z della topologia t . U na topo­
logia T nell’insieme H (Y , Z) è detta propria se per ogni spazio X ed appli­
cazione continua a : X X Y è continua l ’applicazione associata à : X -> 
-> H t (Y , Z); la topologia t  è detta invece ammissibile se per ogni applicazione 
continua ß : X ->  H x (Y , Z) è continua l’applicazione associata ß : X x Y - ^ Z .  
L ’am m issibilità di una topologia t  in H (Y , Z) è equivalente alla continuità 
dell’applicazione co : H x (Y , Z) X Y -> Z definita ponendo, per ogni ( / ,  y) e 
e H ( Y ; Z ) x Y ,  o> ( f , y ) = f y  ([2], Theorem  (2.2)).

Siano Y , Z spazi topologici, K una parte com patta <1> di Y , U  una parte 
aperta di Z e O k,u la parte di H (Y , Z) costituita dalle applicazioni continue 

/  : Y - > Z  soddisfacenti la condizione /K C U ;  la topologia in H (Y , Z) che ha 
per sottobase le parti del tipo Ok,u è detta compatta-aperta\ denotiam o con 

(Y , Z) lo spazio funzionale così ottenuto. R. H. Fox ([5], Lem m a 1) 
ha provato:

LEMMA 1.1. -  Qualunque siano gli spazi Y e Z la topologia compatta-  
aperta in  H (Y , Z) è propria.

Inoltre R. H. Fox ([5], Theorem  1) e R. F. Arens (fi],  Theorem  2) hanno 
provato:

Lemma 1 . 2 . — Se lo spazio Y  è localmente compatto e separato, qualunque 
sia lo spazio Z, la topologia compatta—aperta in H (Y , Z) è ammissibile.

Proviam o ora il seguente

LEMMA 1.3. -  Qualunque siano gli spazi Y e Z la topologia t  in  H (Y , Z) 
che ha per sottobase gli aperti di ognuno dei due tipi

a) O k,u con K  compatto di Y  ed U  aperto di Z,
tì) Oa,u con A  aperto non localmente compatto di Y  ed U  aperto di Z, 

è ammissibile.

Dimostrazione. -  Sia ß : X ^ H x ( Y , Z )  una applicazione continua, U  
un aperto di Z e (x0 , y 0) e (ß)"1 U; poiché (ß^0) x 0 appartiene ad U  e ßx0 è 
continua esiste un aperto di Y, sia esso A, con y Q e A  e fìx0 e Oa,u • Se l’aperto 
A  non è localm ente com patto, Oa ,u è un aperto di H (Y , Z) ed( essendo continua 
l’applicazione ß esiste un aperto V  contenente xo con ßVCOA,u cioè con 
ß (V  X A) C U ; altrim enti, indicato con K un intorno com patto di y 0 con­
tenuto in A, risulta ftx0 e O k ,u e quindi, sempre per la continuità dell’ap­
plicazione ß, esiste un aperto W  contenente x 0 con ßW C O k,u , cioè con
ß ( W x K ) c u :

(1) Nel concetto di compattezza non è compresa l’ipotesi di separazione.
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U no spazio topologico Y è detto ad aperti localmente compatti se per ogni 

aperto A  di Y e y  e A  esiste un intorno com patto di y  contenuto in A, ossia 
se gli intorni com patti dei punti di Y costituiscono un  sistema fondam entale 
d ’intorni.

Se Y è uno spazio ad aperti localmente compatti, poiché la topologia 
definita nel Lem m a 1.3 coincide, qualunque sia lo spazio Z, con la topologia 
com patta-aperta , si ha il seguente

C o r o lla r io  i . i . — Se Y  è uno spazio ad aperti localmente compatti 
e Z uno spazio qualsiasi la topologia compatta-aperta in  H (Y , Z) è ammis­
sibile.

Osservazione. — Lo spazio topologico che ha come sostegno l’insieme dei 
num eri naturali N e come topologia quella che ha per base le parti del tipo 

=  { p  , p  +  i , • • •} , p  e N, è ad aperti localmente com patti m a non è 
separato. Ogni spazio topologico localmente com patto e separato è però ad 
aperti localmente com patti ([6], Theorem  17, p. 146) e pertanto il corollario 1.1 
è una generalizzazione del Lem m a 1.2.

Lemma i . 4. — Se Z =  { o , 1 } è lo spazio d i Sierpinskiy ossia ha per aperti 
0 , { o }, Z, e la topologia compatta-aperta in  H (Y , Z) è ammissibile, lo spazio 
Y  è ad aperti localmente compatti.

Dimostrazione. -  Supponiam o che la topologia com patta-aperta  in H (Y , Z) 
sia ammissibile, ossia che risulti continua l’applicazione co : H co (Y , Z) X Y -> Z. 
Sia A  un aperto di Y, a un punto di A  ed / :  Y - > Z  l’applicazione continua 
definita ponendo f y  =  o s e y e  A  e f y — i se y  e CA; per la continuità 
dell’applicazione co esiste un com patto di Y, sia esso K, ed un intorno di ay 
sia esso V, tali che risulti ( / ,  a) e Ok,{o}XV e co (Ok,{o}XV) =  o. R isulta 
allora K C A  e V C A ;  inoltre, per ogni aperto B di Y contenente K, appar­
tenendo ad Ok,{o} h applicazione continua g :  Y - > Z  definita da gy  =  o se 
y  e B e gy =  1 se y  e CB, risulta V G B .  Ne segue che ogni ricoprim ento 
apefto di K  è un ricoprim ento di V u K ,  e quindi che, per essere K un 
com patto, è un com patto anche V u K .  Se ne conclude che l’intorno K ( j V  
di a è contenuto in A  ed è compatto. 2

2. -  A ggiunzione t r a  i fu n to r i ( xY ) e Hco (Y, )

Siano % la categoria delle applicazioni continue di spazi topologici, Y 
uno spazio topologico e ( XY),  H co (Y, ) : % -> % i due funtori usuali; per 
ogni coppia (X , Z) di spazi topologici sia inoltre Y)(X Z) : H (X X Y , Z) -> 
-> H (X , (Y , Z)) l’applicazione definita ponendo, per ogni applicazione 
continua a : X X Y -> Z , v)(X Z) a =  à. Per il Lem m a 1.1 l’applicazione tj(X Z) 
è ben definita qualunque siano gli spazi X e Z.

Teorema 2.1.  — vj =   ̂ una aiS^unz^one tra i fun tori
( X Y) e H co (Y, ) se e solo se lo spazio Y  d ad aperti localmente compatti.
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Dimostrazione. — Si riconosce facilmente che, qualunque siano gli spazi 
Y , X , Z , X ', Z ' e le applicazioni continue / :  X '->  X, g  : Z -> Z ', è com m u­
tativo il diagram m a

H (X X  Y , Z) '°(X-Y) * H (X , H „  (Y , Z))

H ( / X i v  ,g) H ( / , H ( i y ^ ) )

H (X ' X Y , Z ') Y1(X'’Z°^  H ( X ' , H £(, (Y , Z')),

ossia che, qualunque sia lo spazio Y, v) è una trasform azione naturale tra  i 
bifuntori (a valori nella categoria delle applicazioni d ’insiemi) H ( X Y, ) e 
H ( , (Y, )); che essa sia poi una equivalenza naturale se e solo se lo spazio
Y è ad aperti localmente com patti segue, rispettivam ente, dal Corollario 1.1 
e dal Lem m a 1.4.

3. -  Generalizzazione agli spazi fibrati

Il Teorem a 2.1 si generalizza in modo naturale agli spazi fibrati senza 
stru ttu ra . Per far ciò diam o innanzitutto  alcune definizioni. U n  fibrato 
F — F -^ ->  Y è detto proprio se la controimmagine q~x K  di ogni com patto K 
dello spazio base Y è un com patto dello spazio delle fibre F. Il fibrato F è 
detto ad aperti localmente compatti se tali sono sia F  che Y.

Sia F — F — > Y un fibrato proprio con q sujettiva, G =  G — Z un 
qualunque fibrato e t : Y -> F  una sezione di F non necessariamente continua. 
L ’applicazione (q , r) : YLC0 (F  , G) -> H CÛ (Y , Z), definita ponendo, per ogni 
/  € H £0 (F  , G), (q , r ) f  =  rft  è continua per essere F un fibrato proprio. Deno­
tiam o con H co (F , G) il fibrato funzionale dato dall’applicazione continua 
(?.*•)•

Siano ora & la categoria dei morfismi di fibrati, F  =  F  — Y un fibrato 
proprio con q sujettiva e ( XF), ¥LC0 (F, ) : 3  i due funtori usuali; per ogni
coppia di fibrati (E , G) sia inoltre yj(E G) : H ( E X F  , G)-> H (E , (F , G)) 
l’applicazione definita ponendo, per ogni morfismo (a1 , a 2) : E x F ^ G ,  ï)(E G •
• (oq , oc2) =  (t)(E G , 7]̂ x z a2). Sussiste il seguente

Teorema 3.1.  -  tj == { y](E G) }(e g è una aggiunzione tra i  fun tori 
( XF) e H co (F , ), se e solo se il fibrato proprio F è ad aperti localmente 
compatti,

Dimostrazione. -  Sia yj una equivalenza naturale tra  i bifuntori (a valori 
nella categoria delle applicazioni d ’insiemi) H (  XF, ) e H (  ,H^(F, )); posto 
G — { o ,  i } (spazio di Sierpinski) . e Z puntiform e dal Lem m a 1.4 segue 
che lo spazio delle fibre F  è ad aperti localmente compatti; posto invece 
G =  Z =  { o ,  1} e r  — i g , sempre dal lemma 1.4, segue che Y è ad aperti 
localmente com patti. V iceversa se il fibrato proprio F è ad aperti localmente 
com patti, dal Corollario 1.1 segue che 7) è una equivalenza naturale.
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