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Topologia.

Una caratterizzazione degli spazi ad apertt local-
mente compatts ©. Nota di EraLpo Giuri, presentata @” dal Corrisp.
E. MARTINELLI.

RESUME. — On démontre le théoréme suivant: pour qu’un espace topologique Y
quelconque, méme pas séparé, ait ses ouverts localement compacts, il faut et il suffit que
le foncteur « produit par Y » soit canoniquement adjoint au foncteur « Hom (Y, )» construit
par la topologie compacte—ouverte. Le théoréme est généralisé aux espaces fibrés sans structure.

Sia X XY il prodotto topologico degli spazi X ed Y, H(Y,Z) =
= Hom (Y, Z) l'insieme delle applicazioni continue dello spazio Y nello
spazio Z,H,, (Y ,Z) linsieme H (Y ,Z) dotato della topologia compatta—
aperta. Ci proponiamo di trovare una condizione necessaria e sufficiente per
lo spazio Y affinché, qualunque siano gli spazi X e Z, 'applicazione canonica
n:HXXY,Z)>-H(X,H,(Y,Z) sia bijettiva e naturale, sia cioé una
aggiunzione tra i funtori ( XY) e H, (Y, ).

R. H. Fox [5] e R. F. Arens [1] hanno provato che, qualunque siano
gli spazi X e Z, 'applicazione ¢ bijettiva se lo spazio Y ¢ localmente compatto
e separato. .

Successivamente R. F. Arens e J. Dugundji [2] hanno considerato diverse
topologie nell'insieme H (Y , Z), provando, tra 'altro, che non sempre esiste
una topologia in H (Y , Z) in modo che, per ogni spazio X, sia bijettiva I'appli-
cazione 7. R. Brown [3], [4], limitandosi al caso degli spazi separati, ha invece
considerato diverse topologie nellinsieme X XY, mostrando che esiste una
opportuna topologia che rende bijettiva 1'applicazione .

Sulla base di quest’ultimo risultato R. Pupier e A. Roux [8] hanno recen-
temente provato, sempre nellipotesi che gli spazi siano separati, il reciproco
del risultato di R. H. Fox e R. F. Arens sopra richiamato.

Ebbene, in questa Nota, dimostro che il risultato di R. H. Fox e R. F.
Arens vale pill in generale per la classe degli spazi, non necessariamente sepa-
rati, ad aperti localmente compatti, e che, per tale classe sussiste anche il risul-
tato inverso. Gli spazi indicati mi sono stati segnalati dal prof. M. Vaccaro
comie i pilt adatti a risolvere il problema dell’aggiunzione.

Nel n. 3 generalizzo i risultati ottenuti al caso di spazi fibrati.

I. — SPAZI FUNZIONALI E SPAZI AD APERTI LOCALMENTE COMPATTI

Siano X, Y ,Z spazi topologici; ad ogni applicazione o« di XXY in Z
resta associata 'applicazione & di X nell'insieme delle applicazioni di Y in Z,
defipita ponendo, per ogni x€X e y€Y, (ax)y = a(x,y). Viceversa ad

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
(**) Nella seduta del 9 gennaio 1971.
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ogni applicazione B di X nellinsieme delle applicazioni di Y in Z resta asso-
ciata 'applicazione 8di XXYinZ, deﬁnlta ponendo per ogni (x,y) € X XY,
B(x ) = (Bx) y. Ovviamente risulta L=a e B—B

Denotiamo con H; (Y , Z) lo spazio funzionale ottenuto dotando l'insieme
H (Y, Z) delle applicazioni continue di Y in Z della topologia 7. Una topo-
logia t nell’insieme H (Y , Z) ¢ detta propria se per ogni spazio X ed appli-
cazione continua «: X XY —Z & continua 'applicazione associata a: X —
—H. (Y, Z); la topologia = ¢ detta invece ammissibile se per ogni applicazione
continua B: X—H, (Y, Z) ¢ continua ’applicazione associata B XXY—Z.
L’ammissibilita di una topologia = in H (Y, Z) ¢ equivalente alla continuita
dell’applicazione o :H; (Y ,Z)XY—Z definita ponendo, per ogni (f,y)€
eH (Y ,Z2)XY, o(f,») =Sy ([2], Theorem (2.2)).

Siano Y , Z spazi topologici, K una parte compatta @ di Y, U una parte
aperta di Z e Ogy la parte di H (Y, Z) costituita dalle applicazioni continue
f: Y —Z soddisfacenti la condizione fKCU; la topologia in H (Y, Z) che ha
per sottobase le parti del tipo Ogy € detta compatta—aperta; denotiamo con
H,, (Y ,Z) lo spazio funzionale cosi ottenuto. R. H. Fox ([5], Lemma 1)
ha provato:

LEMMA 1.1. — Qualunque siano gli spazi Y e Z la topologia compatia—
aperta in H (Y ,Z) ¢ propria.
Inoltre R. H. Fox ([5], Theorem 1) e R. F. Arens ({1], Theorem 2) hanno
provato: :
LEMMA 1.2. — Se lo spazio Y ¢ localmente compatio e separato, qualunque
sita lo spazio Z, la topologia compatta—aperta in H (Y ,Z) é ammissibile.

Proviamo ora il seguente

LEMMA 1.3. — Qualunque siano gli spazi Y e Z la topologia ~ in H (Y ,Z)
che ha per sottobase gli aperti di ognumo dei due tipi

@) Okt con K compatto di Y ed U aperto di Z,

b) Oau con A aperto non localmente compatto di Y ed U aperto di Z,
¢ ammissibile.

Dimostrazione. — Sia B:X—-H;(Y,Z) una applicazione continua, U
un-aperto di ' Z e (x,,y,) € (B) 1U; poiché (Bxgy) vy appartiene ad U e Bx, &
continua. esiste un aperto di Y, sia esso A, con y, € A e Bxy € Opu. Se aperto
A non ¢ Idcalmente compatto, Oa,y € un aperto di H (Y , Z) ed essendo continua
Papplicazione B esiste un ‘aperto V contenente xo con BVCOAU cio¢ con

B (VXA)CU; altrimenti, indicato con K un intorno compatto di y, con-
tenuto in A, risulta Bx, € Og,y e quindi, sempre per la continuitd dell’ ap-
phcazmne B, esiste un aperto W contenente x, con BW C Ogu, cioe con

B(WXK)CU*

(1) Nel concetto di compattezza non & compresa l'ipotesi di-separazione.
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Uno spazio topologico Y ¢ detto ad aperti localmente compatti se per ogni
aperto A di Y e y € A esiste un intorno compatto di ¥ contenuto in A, ossia
se gli intorni compatti dei punti di Y costituiscono un sistema fondamentale
d’intorni.

Se Y & uno spazio ad aperti localmente compatti, poiché la topologia
definita nel Lemma 1.3 coincide, qualunque sia lo spazio Z, con la topologia
compatta—aperta, si ha il seguente

COROLLARIO I.1. — Se Y ¢ uno spazio ad aperti localmente compatti
e Z uno spazio qualsiasi la topologia compatta—aperta in H (Y ,Z) é ammis-
stbile.

Osservagione. — Lo spazio topologico che ha come sostegno l'insieme dei
numeri naturali N e come topologia quella che ha per base le parti del tipo
Ny={p,p+1, -}, peN, ¢ ad aperti localmente compatti ma non ¢
separato. Ogni spazio topologico localmente compatto e separato & pero ad
aperti localmente compatti ([6], Theorem 17, p. 146) e pertanto il corollario 1.1
¢ una generalizzazione del Lemma 1.2.

LEMMA 1.4. —SeZ = {0, 1} ¢ /lo spazio di Sierpinski, ossia ha per aperti
@,{0}, Z, e la topologia compatta—aperta in W (X ,Z) é ammissibile, lo spazio
Y ¢ ad aperti localmente compatts.

Dimostrazione. — Supponiamo che la topologia compatta—aperta in H (Y, Z)
sia ammissibile, ossia che risulti continua l'applicazione & : H,, (Y ,Z)XY—Z.
Sia A un aperto di Y, ¢ un punto di A ed f: Y—Z I'applicazione continua
definita ponendo fy =o0se y€A e fy=1 se y€CA; per la continuita
dell’applicazione w esiste un compatto di Y, sia esso K, ed un intorno di a,
sia esso V, tali che risulti (f, )€ Ok,{0}XV € o (Og,0}XV) =o. Risulta
allora KCA e VCA,; inoltre, per ogni aperto B di Y contenente K, appar-
tenendo ad Ok, {0} l'applicazione continua g:Y-—>Z definita da gy = 0 se
y€B e gyv=1 se y€CB, risulta VC B. Ne segue che ogni ricoprimento
apetto di K ¢ un ricoprimento di VUK, e quindi che, per essere K un
compatto, ¢ un compatto anche VUK. Se ne conclude che l'intorno KUV
di @ ¢ contenuto in A ed & compatto.

2. — AGGIUNZIONE TRA I FUNTORI ( XY) e H, (Y, )

Siano % la categoria delle applicazioni continue di spazi topologici, Y
uno spazio topologico e ( XVY), H,, (Y, ):%—% i due funtori usuali; per
ogni coppia (X ,Z) di spazi topologici sia inoltre Nx,z  HX XY, Z)—~
—H (X ,H, (Y, Z)) lapplicazione definita ponendo, per ogni applicazione
continua a: XXY—~Z, N, % = @ Per il Lemma 1.1 l'applicazione Nx,2)
¢ ben definita qualunque siano gli spazi X e Z.

TEOREMA 2.1. — 1 = {V)(X’Z)} (X,2) € TXT ¢ una aggiunszione tra i fumtori
( XY) e H, (Y, ) see soloselo spazio Y & ad aperti localmente compatti.
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Dimostrazione. — Si riconosce facilmente che, qualunque siano gli spazi
Y,X,Z,X',Z" e le applicazioni continue f: X' X, g:Z—Z', & commu-
tativo il diagramma

H(XXY,2Z) —&9 . H (X, H,(Y,2)

H(fxX1v,g) H(f, H(v, 9)
V : { |
H (X'XY,Z)—&2 Ly (X', H,, (Y, Z7),

ossia che, qualunque sia lo spazio Y,7 & una trasformazione naturale tra i
bifuntori (a valori nella categoria delle applicazioni d’insiemi) H( XY, ) e
H ( ,H, (Y, )); che essa sia poi una equivalenza naturale se e solo se lo spazio
Y ¢ ad aperti localmente compatti segue, rispettivamente, dal Corollario 1.1
e dal Lemma '1.4.

3. — GENERALIZZAZIONE AGLI SPAZI FIBRATI

Il Teorema 2.1 si generalizza in modo naturale agli spazi fibrati senza
struttura. Per far ci0 diamo innanzitutto alcune definizioni. Un fibrato
F = F-2 Y & detto proprio se la controimmagine ¢—1 K di ogni compatto K
dello spazio base Y & un compatto dello spazio delle fibre F. Il fibrato F &
detto ad aperti localmente compatti se tali sono sia F che Y.

Sia F= F-%- Y un fibrato proprio con ¢ sujettiva, G = G —-—Z un
qualunque fibrato e #: Y— F una sezione di F non necessariamente continua.
L’applicazione (¢,7):H,, (F,G)—>H, (Y ,Z), definita ponendo, per ogni
fe€H, ¥ ,G), (¢,7)f=rft & continua per essere F un fibrato proprio. Deno-
tiamo con H,, (F, G) il fibrato funzionale dato dall’applicazione continua
(g,7) ‘

Siano ora § la categoria dei morfismi di fibrati, F = F —— Y un fibrato
proprio con ¢ sujettiva e ( XF), H,, (F, ):§— & i due funtori usuali; per ogni
coppia di fibrati (E, G) sia inoltre Mg H(EXF,G—HE,H,F,G)
I'applicazione definita ponendo, per ogni morfismo (¢; , o) : EXF— G

o RUCKY
(o, og) = M,y %1 5 Nix,z) %2)- Sussiste il seguente

TEOREMA 3.1. — = {y)(E,G) }(E,G)esxc‘? ¢ una aggiunzione tra i funtori
( XF) e H,,(F, ), se ¢ solo se il fibrato proprio ¥ ¢ ad aperti localmente
compatti, ’

Dimostrazione. — Sia 7 una equivalenza naturale tra i bifuntori (a valori
nella categoria delle applicazioni d’insiemi) H( XF, ) e H( ,H,,(F, )); posto
G = {0, 1} (spazio di Sierpinski) e Z puntiforme dal Lemma 1.4 segue
che lo spazio delle fibre F ¢ ad aperti localmente compatti; posto invece -
G=Z=1{o0,1}er =1, sempre dal lemma 1.4, segue che Y & ad aperti
localmente compatti. Viceversa se il fibrato proprio F ¢ ad aperti localmente
compatti, dal Corollario 1.1 segue che 7 ¢ una equivalenza naturale.
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