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Geodesia. — Su wuna interpretazione delle linee di livello e di
massuma  pendenza di una superficie nel campo di gravita. Nota di
[Franco BoccHio, presentata @ dal Socio A. MARuUSsT.

SUMMARY. — A conformal representation is considered which transforms into geodesics
the lines of a class of trajectories described by mass points on a surface embedded in a
potential field. The lines of equal scale factor of the transformation and their orthogonal
trajectories correspond, respectively, to the lines of equal level and of maximum slope of
the surface.

1. Si definiscono, col Commessatti [1], come linee idrodinamiche le
traiettorie che verrebbero descritte da un punto materiale M abbandonato
senza velocita iniziale su una superficie liscia X sotto 'azione della gravita. .
E noto che in queste condizioni la traiettoria descritta dal punto ¢ tale da ren-
dere minima l'azione A

(1.1 A:J'VZM(E—WNS

in cui E rappresenta I’energia totale del punto materiale, 7 la sua massa,
W il potenziale di gravita.
Se si pone

(1.2) d? = 2 m (E — W) ds?

la (1.1) pud scriversi

(1.3) A=|ds

e percio la traiettoria d descritta da M pud interpretarsi come geodetica J
di una 'superficie X il cui elemento lineare sia (I.2).
E pertanto possibile istituire tra la superficie = di metrica

(1.4) ds® = g, dx® daP
e la superficie & di metrica )
(1.5) ds?2 = 2 m (E — W) a,p dx* daP = Z,5 d2® doP

una rappresentazione conforme il cui modulo di deformazione lineare sia
V2 m (E— W) che trasformi in geodetiche di T le linee idrodinamiche di X.

Si osserva che la rappresentazione in esame ha significato solo quando
si considerino linee idrodinamiche alle quali si associ la stessa energia totale
del punto m?teriale; solo cosi infatti il modulo di deformazione & funzione
univoca dei punti della superficie.

(*) Nella seduta del 12 dicembre 1970.
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Risulta chiaro come da queste considerazioni discenda una nuova inter-
pretazione delle linee di livello e di massima pendenza di una superficie;
tali linee possono essere infatti viste come le isometre e le isomorfe rispetti:
vamente, di una rappresentazione conforme che trasformi in geodetiche le
linee idrodinamiche della superficie.

2. E di un certo interesse il fatto che ai risultati precedenti si possa
pervenire considerando la relazione tra la curvatura geodetica di una linea
idrodinamica e la sua trasformata in una rappresentazione conforme [9]:

@) ¥ = e

in cui @ ¢ il logaritmo naturale del modulo di deformazione, ¥ la trasformata
di v e v* il versore della normale a J in forma controvariante.

Si dimostra [5], [6], che tra l'impulso del punto materiale e la sua
azione sussiste la relazione ‘

(2.2) my = grad A
oppure, in forma tensoriale
(23) MUk, = A/a

essendo A, il versore della tangente a d in forma covariante. L’accelerazione «,
del punto, definita dalla

‘ 8 (o,
(2.4) ay = v-> )

puo anche scriversi [3]:

., 3@ v
(2.5) @y = v —g =

p_? B
Mg N =2 Ap, 2P =
v 4 v 2 v

= AN — A W= 2 (Ap W) — " 10 o= (A W)y = ve

essendo vy, il gfadiente superficiale della velocitd scalare. Poiché &

T/a
2T

(2.6) (n )2 m (E— W), =
ove
T=E—W= % M2

e inoltre
Ty = moyy,

si ha immediatamente

(2.7), Vo = v (In)2m (E— W)),.
Dalle (2.5) e (2.7) si ha quindi

(2.8) g =2 (In)2m (E—W)),.
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All'accelerazione del punto pud essere data anche lespressione [8]
seguente

_ (oA, do Ny
(2.9) L TR
1 de? o g 1 do? 2
= a e TP T e T e

Confrontando la (2.5) e la (2.9) si ottiene
1 de?
(2.10) Vg = —di— ha + Y2V,

che moltiplicata scalarmente per v, fornisce

(2.11) Y= Y
Zl
che pud anche scriversi
(2.12) Y= (ln)2m(E—W)), v
Quando si assuma
(2.13) w=0my2m(E—W)

dal teorema di Schols si vede subito che
(2-14) Y=o

la quale conferma che le linee J sono geodetiche di X.

Si sottolinea infine I’analogia formale tra i risultati trovati e quelli otte-
nuti da Hotine [2] e Marussi [9], [10], nello studio di alcune applicazioni
geodetiche delle rappresentazioni conformi in tre dimensioni.
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