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G eodesia. —  Su una interpretazione delle linee d i livello e di 
massima pendenza di una superficie nel campo di gravità . N o ta  di 
F r a n c o  B o c c h io ,  p re s e n ta ta  (#) d a l S ocio  A . M a r u s s i .

SUMMARY. — A  conformal representation is considered which transforms into geodesics 
the lines of a class of trajectories described by mass points on a surface embedded in a 
potential field. The lines of equal scale factor of the transformation and their orthogonal 
trajectories correspond, respectively, to the lines of equal level and of maximum slope of 
the surface.

I. Si definiscono, col Commessatti [1], come linee idrodinamiche le 
traiettorie che verrebbero descritte da un punto materiale M abbandonato 
senza velocità iniziale su una superficie liscia 2  sotto l’azione della gravità. 
E noto che in queste condizioni la traiettoria descritta dal punto è tale da ren­
dere minima l’azione A

(1.1) A =  J Ì 2 m  (E — W) ds-

in cui E rappresenta l’energia totale del punto materiale, m. la sua massa, 
W il potenziale di gravità.

Se si pone

(1.2) ds* =  —  W )d^2

la (1.1) può scriversi

(i-3) A = J d j

e perciò la traiettoria $ descritta da M può interpretarsi come geodetica Ü 
di una superficie 2  il cui elemento lineare sia (1.2).

E pertanto possibile istituire tra la superficie 2  di metrica

(1.4) ds2 =  aaji dxa dxß

e la superficie 2  di metrica

(i-S) ds2 =  2 m  (E — W) aaß dxa dx$ =  äaß dxa dx$

una rappresentazione conforme il cui modulo di deformazione lineare sia 
f i r n  (E — W) che trasformi in geodetiche di 2 le linee idrodinamiche di 2 .

Si osserva che la rappresentazione in esame ha significato solo quando 
si considerino linee idrodinamiche alle quali si associ la stessa energia totale 
del punto materiale; solo così infatti il modulo di deformazione è funzione 
univoca dei punti della superficie.

(*) Nella seduta del 12 dicembre 1970.
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Risulta chiaro come da queste considerazioni discenda una nuova in ter­
pretazione delle linee di livello e di m assim a pendenza di una superfìcie; 
tali linee possono essere infatti viste come le isometre e le isomorfe rispetti­
vam ente, di una rappresentazione conforme che trasform i in geodetiche le 
linee idrodinam iche della superfìcie.

2. È  di un certo interesse il fatto che ai risultati precedenti si possa 
pervenire considerando la relazione tra  la curvatura geodetica di una linea 
idrodinam ica e la sua trasform ata in una rappresentazione conforme [9]:

(2.1) y =  e~* (y —  [A/o va)

in cui pL è il logaritm o naturale del modulo di deformazione, y la trasform ata 
di y e va il versore della norm ale a 3 in forma controvariante.

Si dim ostra [5], [6], che tra  l’impulso del punto m ateriale e la sua 
azione sussiste la relazione

(2.2) mv — grad A

oppure, in forma tensoriale

(2.3) mvke, =  A /o

essendo Xa il versore della tangente a 5 in forma covariante. L ’accelerazione aa 
del punto, definita dalla

(2-4) <za =  v ^ ^ -

può anche scriversi [3]:

( 2 - 5 )  ^  =  V^ T L =  1 Ï  A / a ß Xß = -  A /Ptt^  =

=  (A/ß xP)/« -  —  A/ß X'7 „ =  — (A/ß xp)/a -  z/2 Xß Xp/a =  -  (A/ß Xß)/a =  w ,a 

essendo v/a il gradiente superficiale della velocità scalare. Poiché è

(2.6) ( / ^ 2 « ( E - %  =  |

ove

e inoltre

si ha im m ediatam ente

T  =  E — W  = :- m v *2

T /a =  mvvh

(2.7) ; v/a =  v (ln I2 m  (E  — W))/a . 

Dalle (2.5) e (2.7) si ha quindi

(2.8) aa =  v% (In 1/2 m  (E —  W))/a .
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A ll’accelerazione del punto può essere data anche l’espressione [8] 
seguente

(2.9) -

i dv2

8 (v\t) _  àv SXa
- 7 7 x“ +  z;̂ r  =81

SV
,  X a  ~ f~  ^  ~ *2 ds a 83-

dv2

(2.10)

2 d, X» + Y ^ v«-

Confrontando la (2.5) e la (2.9) si ottiene

i dv2w ia = K  +  y^2 v„2 di­

che m oltiplicata scalarm ente per va fornisce

Vi Va
(2 .11) y =  ~ r -  

che può anche scriversi

(2.12) T — (Jn |^2 m  (E  — W))/tt vu.

Quando si assum a

(2.13) [L =  l n ^ 2 m ( E  — W)

dal teorem a di Schols si vede subito che

(2.14) Y =  o

la quale conferm a che le linee 3 sono geodetiche di 2 .
Si sottolinea infine l ’analogia formale tra  i risultati trovati e quelli o tte­

nuti da H otine [2] e M arussi [9], [io], nello studio di alcune applicazioni 
geodetiche delle rappresentazioni conformi in tre dimensioni.

B ib l io g r a f ia

[1] COMMESSATTI A., «Enciclopedia delle Matematiche Elementari», vol. II, parte II, 
pp. 362.

[2] Hotine M., Geodetic Applications of conformal transformations in three Dimensions, 
Atti del MI Simposio di Geodesia Matematica, Torino 1965.

[3] Loc. cit., pp. 20.
[4] MOISEIWITSCH B. L ., Variational Principles, John W ile y  & Sons, p p . 24. London 1966.
[5] Loc. cit., pp. 39.
[6] Ter HàAR, D., Elements of Hamiltonian Mechanics, « North-Holland Publishing Com­

pany », pp. 122. Amsterdam 1961.
[7] TAUCER G., Alcune considerazioni sul teorema di Schols, «Boll, di Geodesia e Se. Affini», 

2 (1954).
[8] SOKOLNIKOFF I. S., Tensor Analysis, John Wiley & Sons, pp. 213. New York, 1951,
[9] Marussi A., Einige Bemerkungen über die Anwendung der dreidimensionalen Geodäsie, 

Festschrift} «W . Grossmann », 5 gennaio 1967.
[io] Marussi A., Un'analogia fra  le leggi della propagazione della luce in mezzi rifrangenti 

contìnui isotropi e le rappresentazioni conformi, Atti della Fondazione G. Ronchi, Anno 
V ili, n. i (1953).


