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Fisica matematica. — Microstrutture ° . Nota((*) **) II del Corrisp.
G i u s e p p e  G r i o l i .

Summary. — Continuing the first lecture with the same title, sufficient conditions which 
characterize from a mathematical point of view a microstructure with large deformations 
corresponding to a physical model are established and the general equations on thermo­
dynamical bases are obtained.

In  una N ota precedente [i] ho stabilito delle premesse geometriche e 
cinem atiche utili per la form ulazione di una teoria molto generale delle 
m icrostru tture con deform azioni finite.

Qui si precisano le condizioni cui (almeno) deve soddisfare un continuo 
affinché esso possa in terpretarsi quale schema m atem atico di una m icrostrut­
tu ra  e se ne stabiliscono le equazioni generali in presenza, eventualm ente, 
di azioni dissipative.

i . P a s s a g g io  d a l l o  sc h e m a  p a r t i c e l l a r e  a  q u e l l o  c o n t in u o .  -  Si 
vuole schem atizzare il solido S in un continuo tridim ensionale non di tipo 
classico m a tale che rim anga qualche traccia della sua provenienza particel­
lare. Nello schema che si form ulerà non vi sarà traccia esplicita dell’intera- 
zione tra  particelle appartenenti a una m edesim a molecola o a due molecole 
d istinte m a solo di u n ’interazione globale tra  molecole, la quale avrà tu ttav ia  
delle conseguenze sullo schema m atem atico che si attuerà.

L a stru ttu ra  considerata in [i] suggerisce l ’idea che un continuo deri­
vante dallo schem a particellare ivi considerato debba presentare almeno i 
seguenti requisiti che, d ’altronde, sono sufficienti per caratterizzarne lo schema 
m atem atico.

a) Per il continuo nello stato attuale C ' è definibile una densità p/, 
essendo p, quèlla dello stato di riferim ento C.

b) L a corrispondenza tra  lo stato  di riferim ento e quello attuale è 
caratterizzata da un cam po di vettori d) u r =  x r — y r e da una m atrice
Yrs ( P , C , C ' ) .

c) Esiste un campo di vettori F) e due m atrici M rj, M'rs tali che il 
lavoro delle forze di m assa nel passaggio dalla configurazione C' a una

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematici del C.N.R.
(**) Presentata nella seduta del 14 novembre 1970.
(1) Si manterranno le notazioni di [1]. I richiami alle formule di [1] saranno fatte 

premettendo una L, quelle alle formule di [2] premettendo invece una A.
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vicinissima C ' +  SC' sia espresso, in corrispondenza all’unità di m assa di C', 
proprio dalla (L, 6) con la conseguente variante (L, 12) [senza, però, che 
le M rj ,M ^ ,M ^  abbiano necessariam ente espressioni del tipo (L, 7), (L, 8)]. 
Il significato di M) è, naturalm ente, quello di m om ento delle coppie di massa.

d) Esiste un campo di vettori f r e due m atrici m rs , m rs definiti i prim i 
due sulla frontiera a ' di C ' e la terza su quella, a, di C, tali che il lavoro delle 
forze esterne superficiali nel passaggio dalla configurazione attuale C' a una 
vicinissima C'-f* SC', sia espresso in corrispondenza all’elemento superfi­
ciale d a ' (o da), da

(1) =  d a ' [ / ;  h ir +  m'rs 8' <{,„] =  da [ / ,  8*r +  m rs Syr,] .

Volendo pensare a una discendenza del continuo dallo schem a particellare 
considerato precedentem ente in [1], si penserà la (1) derivante dalle azioni 
esercitate dall’esterno su un sottilissimo strato  di molecole contigue alla 
superficie a ' delim itante C '.

è) Esiste una m atrice stru ttu rale  A rs -  eventualm ente dipendente 
da P -  tale che il terzo m em bro di (L, 16) e (L, 17) possano interpretarsi 
rispettivam ente quali densità di m om ento delle quan tità  di moto rispetto 
a P ' e di forza viva <2).

/ )  Il lavoro virtuale delle forze interne per un ità di m assa dello stato 
attuale è una funzione lineare omogenea delle variazioni delle m atrici 
£ , v , v ^ :

(2) 8/(0 =  Y „ U rs +  C„ K s  +  C„, Sv<?.

g) l’energia libera , oì, è una funzione delle m atrici b , v , oltre che 
delle tem perature assolute 0 , 0' degli stati C , C '.

Le condizioni / ) ,  g) discendono come conseguenza naturale  dal conte­
nuto del n. 3 di [ 1 ]. In  base a quanto  è ivi detto e anche a [2], si riconosce 
che ^espressione $ =  F  (brs , vr s , , 0 , 0') dell’ energia libera soddisfa al
principio di indifferenza m ateriale.

Dalle condizioni <:), d) si deduce che per l ’intero C ' il lavoro virtuale 
delle sforze esterne attive nel passaggio da C ' a C '+  SC' è espresso da

(3) =  j  fi' { f ;  8ur + M(„, 8' +  m; 8'co,} dC' +

+  I" { f r  sUr +  m\„) 8' <{>„ +  m r 8'«^} d a ' —
Ô'

=  j  P { F; 8ur 8yrJ  dC +  J  { f r 8ur +  m „  Syrj} Sa .
C G

(2) Dopo avere posto m' =  I in (L, 17).
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Per il m om ento delle quan tità  di moto rispetto al polo fisso O, origine 
della terna  di riferim ento, e per la forza viva, si hanno, per l ’intero C ', le 
espressioni

(4) K® =  l ’y.' zrln (x, Ù„ +  y h i np A sp) d C ',
C'

(5) T  = { ^ ' [«2 + A /„ t r ; i J d C .
a

2. D i s s i p a t i v i t à .  — In base alla condizione g'), l ’energia libera si deve 
dunque ritenere funzione delle brs, vrs, v ^ , oltre che delle tem perature degli 
stati C e C ', e soddisfa pertan to  al principio di indifferenza m ateriale. In  
ogni trasform azione reversibile la variazione di 3 corrispondente a una 
trasform azione isoterm a a partire  dallo stato  attuale uguaglia l ’opposto del 
lavoro delle forze interne. D i conseguenza le condizioni / ) ,  g) im plicano 
l ’esistenza dello stress

(6) 93 r ,    33 _  33
3brs ’ — 977 *rst

A  tale stress corrisponde, in ogni ipotetico m oto del continuo, la potenza 
delle forze in terne W (r), espressa, per un ità di m assa, da

(7) W W =  Y ’rp brp +  Cip vrp +  Ç *  Vr„ .

Se il sistem a non e a trasform azioni reversibili, è naturale in terpretare 
la W  come la p arte  di potenza delle forze interne dovuta a un ipotetico 
com portam ento reversibile del continuo. Del resto ,’è certam ente lecito espri­
m ere 1 in tera  potenza delle forze interne, W, come somma del term ine 
e di un, term ine aggiuntivo dovuto alla irreversibilità della trasform azione. 
In  altri term ini si e in  condizioni di m olta generalità supponendo che in p re­
senza di azioni dissipative non ereditarie la densità di potenza delle forze in ­
terne sia esprim ibile nella forma.

(8) W  =  W w + W (0

ove il term ine W (0 esprim e il contributo della irreversibilità. Anzi, l’espres­
sione (7) suggerisce quali siano le variabili dalle quali dipende, in generale, 
la W  . Precisam ente, la in generale, deve ritenersi una funzione delle
brs y vrs 1 vrst , hrs , vrs, vrst la quale si annulla insieme con le sue derivate 
parziali rispetto  alle brs , vrs , vrst quando tali variabili assum ano valori nulli. 
Ciò discende dall idea di un  possibile sviluppo in serie di potenze [o, in p arti­
colare, di una possibile espressione polinomiale] rispetto alle variabili 
brs y Vrs y vrsf dell espressione del lavoro delle forze interne [3].
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Con riferim ento all’un ità di m assa si denoti con U  l ’energia interna, con E 
l’entropia e con Q la q uan tità  di calore assorbita nel tem po unitario. Note leggi 
term odinam iche im plicano

(9)

Ne segue

(10)

Ù  =  Q —  W w — W t!\  

3 =  Ù  — Ê 0 —  E 6 , 

0È —  Q =  X >  o .

3 +  E 0 +  W w +  W (0 =  —  X .

È evidente che risu lta [vedi (6), (7), (8)]

(11) cï +  E 0 =  • ( - Ä  brs +  (-— ) vrs +  vrst
\  M rs ) b =  0 \ 3 V rJ v  =  0 \ ^ rstk ^  0

=  —  W (V)

D a (io), ( i i ) segue allora

(12) W (,) =  —  X <  o .

In  definitiva si ha, pertanto,

(13) Y l  Yrs brs —j— Crj vrs fi- Crj/ vrst X (brs , brs , vrs , vrs , vrSf , vrj/) .

I coefficienti di (13), , CrSt derivano dalla conoscenza della fun­
zione di dissipazione X e si deve ritenere <3)

( H )

Y"rs ( J L - i
V Mrs ) Mrs

Crs
sx
dVrs

c :st =
\

sx . \- i sx
—•-------- Vrstv̂ rst ) àVrst

Per avere l ’espressione com pleta dello stress basta, evidentem ente som­
m are le Y rs,C rs,C rst rispettivam ente con le Y rs >Crs ,Crst • In  particolare, se 
la X è una form a quadratica nelle brs , vrs , vrsL, risulta

" __ I SX r <>   I SX n "   I SX
rs • ~  ,  '—'rs ’ • ‘ < ^ r s t  •

2 Mrs 2 9Vrf‘ 2 9vrrf

Le formule stabilite hanno form a lagrangiana. Per avere l’espressione 
euleriana dello stress [che individua l ’effettivo stress attuale] occorre u n ’op­
portuna trasform azione delle (6), (14) m a rinunzio a farlo.

0 5 ) Y

(3) Vedi quanto è detto in [4] con riferimento al caso classico di stress simmetrico. Sa­
rebbe desiderabile un’analoga indagine geometrica sul significato delle (14).
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A titolo di esempio desidero considerare soltanto un caso molto sem ­
plice. Si osservi innanzitu tto  che, denotando al solito con la virgola la deri- 
vazione rispetto  alle coordinate y s dei punti di C e con la sbarretta quella 
rispetto alle coordinate x s dei punti di C ', e posto

(ib) d rs “  (ÿ r js  ~j~ M'sjr )  )

si ha

(17) brs 2 Xf 5 y Xq} s

e quindi

C1 8 )  d rs —  2 j-^2 B sq ì tq y

ove Brt denota il com plem ento algebrico di xrit nel determ inante D =  ||^ rjJ||. 
Si supponga

( ^ 9 )  ^  2  j^ 4  -Bu  B jq b tq byG |^B*V B y 0 — $ /m & zyB /v B m aj =

2 D 3 4 ^ It B mq b tq j  ^ B ^ '  B jqt b(tqt ~  ^ov B 0/' B v^' bf/gf^ O .

Posto

(2°) drs — drs ■ — $rs (dii H~ &22 ~f~ &$%) ,

da (12), (19), (20) segue

(21) W (/) =  — 2 q 4 4 .

A ll’espressione (21) di W (?) corrisponde, in base a (15), (18), (20), la parte 
irreversibile di stress nello stato attuale (form a euleriana) espressa da

(22) jq lm %rtl %s,m === j-p drs •

Le (21), (22) form alm ente coincidono con la parte dissipativa della potenza 
delle forze iq terne e dello stress attuale nei fluidi di N avier Stokes. Si deve, 
tu ttav ia , osservare che nel caso di una m icrostru ttura l’espressione (19) di X 
va presum ibilm ente am pliata con term ini dipendenti dalle vr f ,vrj / .

3. EQUAZIONI DINAMICHE. — L a teoria precedentem ente stabilita sulla
base dello schem a m olecolare considerato porta a u n ’espressione dell’energia 
libera proprio del tipo di quella postulata in [2] e, nel caso statico, alle 
equazioni di campo ivi stabilite. M anca ora la dipendenza dalle brst — Xi>rx^S}i 
am m essa come possibile in [2]. H o preferito adesso lim itarm i alle strette 
conseguenze cui porta  il sistem a m olecolare posto alla base della teoria, senza 
considerare la possibilità (eventuale) che la 3 d ipenda oltre che dalle 
Ks > vrs j Vrst ì 9 > anche da altre variabili.
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L a parte  reversibile dello stress, espressa dalle (A, 22) è sostanzialm ente 
ind iv iduata dalle m atrici lagrangiane Y '„ , C 'rs , C 'rf in base a (6). N on consi­
dererò, per sem plicità, l ’eventualità che siano presenti vincoli interni. Volendo 
stabilire le equazioni dinam iche in presenza di dissipatività, basterà, nelle 
definizioni (A , 22) delle \ rs , rjrsi, T rq e nelle successive conseguenti formule, 
sostituire alle derivate della F  rispettivam ente le espressioni <4>

(2%\  D , =  J F ____y ". *  r "  ,  -  3F r "  • ̂ •*' 3l .  *-pi ) 2u 9V. > 2ut — ,

con le Y p£, C* , C&, espresse dalle (14).
D enotando con T rg , , r\rst le espressioni così o ttenute dalle (A , 22),

le equazioni dinam iche si o tterranno dalle (A , 46), (A , 47) sopprim endo in 
esse i term ini nelle Yrpqi sostituendo in esse [e nelle espressioni delle N r j, ecc.] 
le T rq , ìl,rs , t\rst j , B^/ al posto delle , B rst e aggiungendo
nei secondi m em bri delle (A , 46) i term ini esprim enti le forze d ’inerzia.

Per ottenere questi u ltim i5 si può ricorrere al principio di Ham ilton. 
D all’espressione (5) della forza viva [e supposto 8% =  8y„- =  o per t  =  t0 , t±] 
si deduce

(24)

ti

S d H  iL '[ù * + A iny r iì rn\d C ' =
*0 C'

J d t j  \ü i +  A/-« ÿr/ 8yr„] dC'.
f0 è

Di conseguenza, tenuto  conto dell’espressione (3) del lavoro delle forze 
esterne attive e di ( L ,4), si conclude che le F , , RÇ del caso statico vanno ora 
sostituite con le espressioni Fr —  ür , M'rs A/„ ysn y r / ,

In  definitiva, le equazioni cui si giunge sono

f (Trq +  ^gr)\q ~  ^  (Fr ‘--  Ür)

(25) J B'iiqfq —  N g = V ' ( M t f  —  A ^ f ^ ) ,  (in CO

^pli (B ilgjq “f" N*/) [i, (RÆ, &pli A  qn ÿ iq Y In) j

(Trq +  N^r) flq =  f r

B iiq nq =  m ’u , Zpii B;iq nq ~ m p ,

ove il segno sta a indicare la parte  sim m etrica rispetto  agli indici a cui 
si riferisce e si deve intendere

T  — Tx rq x qr 2 IY  pi 3F

(27) N„ c * .

b ,/? =  (c:

Mpi
dF \
3V ) Xr>* Ygipi >

dF

%r,i%q,p)

Bit I 3F p ” \
\q it  \~ ^ t ^ p ix  J % r,p  jD 3v .pii

-'pst ~ 3vpst
■^iip -^q,t Y ls  *

(4) F (fin t vrs , Vrst , 0 , 0 ' )  rappresenta l’espressione analitica di 3 e deve pertanto 
intendersi 5 == F.
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Le equazioni scritte hanno form a euleriana e per il loro studio analitico 
sarebbe conveniente stabilire la corrispondente form a lagrangiana, m a per 
brevità rinuncio a farlo. Così pure non mi preoccupo di stabilire le possibili 
condizioni iniziali.

Nel caso particolare di molecole rigide [Cosserat], nelle (25), (26) vanno 
soppresse le (25, 2) e le (26, 2), m entre la yrs acquista il significato di m atrice 
di rotazione.

Se invece si linearizza la teoria e non si tiene conto della parte  dissipativa 
si ricade nel caso delle m icrostru ttu re di M indlin [5].
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