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Meccanica razionale. — Sui moti costretti dei solidi rigidi ed
applicazioni all' analisi dei meccanismi spasziali. Nota I di DEMETRIO
ManGeroN @, MEEMET N. OGUzTORELI® € N1coLAE PrLITEA® pre-
sentata @ dal Socio B. Finzr.

SUMMARY. — Starting from their own research work concerned with the any-order
reduced accelerations method, the tangential method and the matriz—tensor method [1]-[3],
the authors expose a new kinematic study of a set of a rigid body’s constrained motions.
The obtained results aré subsequently applied to the analysis of spatial mechanisms.

I. In una serie dei loro lavori propri aventi alla base alcune Note /incee
[11-[3], gli AA. hanno elaborato il metodo delle accelerazioni ridotte d’ordine
qualunque e di specie qualsivoglia, il metodo tangensiale ed il metodo matri-
ciale—tensoriale [4]-[6] concernenti la cinematica e la dinamica dei sistemi
meccanici con applicazioni all’analisi ed alla sintesi dei meccanismi piani
e spaziali. Tali studi sono stati continuati poscia dai vari scienziati soprat-
tutto nella Repubblica Popolare Cinese, negli Stati Uniti d’America e nell’'Unio-
ne delle Repubbliche Socialiste Sovietiche [7]-[11].

Gli AA., rimandando i lettori per i dettagli algoritmici ed esemplifica-
zioni al Bollettino dell’ Istituto Politecnico di lagsi, espongono in cid che segue
i risultati concernenti lo studio cinematico di certi moti costretti dei solidi
rigidi e ne additano alcune applicazioni all’analisi dei meccanismi spaziali.

2. Si consideri il moto spaziale di un solido rigido sottoposto ai legami
tali che i suoi punti Aj, Az descrivono rispettivamente due curve note fisse
(Cy) e (Cg), mentre un altro suo punto Ag si muove rimanendo sempre appog-
giato su una superficie fissata (S3). Siano

(2.1) xi=x() , n=nk , =zn=z(9); 7=9(@,

le equazioni supposte note del moto del punto A; rispetto ad un triedro
cartesiano fisso O1xyz (fig. 1) e sia A; (= O) En¥{ (fig. 2) il triedro cartesiano
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pur esso trirettangolare solidale col corpo rigido considerato (S). Supponiamo
inoltre senza menomare la generalita che i punti Az e Az si trovino rispetti-
vamente sull’asse O e nel piano £OC, si ha cio¢

(2.2) gt=o0 , ;p=o0 , LG =o0 ; &=o0 , Ng=0 ,; M3g=0.

‘)

Fig. 1.

Dalle ben note formole [12] che esprimono le coordinate di un punto
generico M rispetto al triedro fisso O1xyz in funzione delle coordinate del
punto O e degli angoli di Eulero ¢, ¢ e 0, si ottiene, ove si tenga conto
delle (2.2), il sistema

s xg=xy (Y, ¢, 0) =x + Lesinsin 0,

cve=ys (Y, ¢,0) =y —Lcos¢sinb,

(\ za=2, (Y, 0,0) =2 + CacosB;

(2.3) « x35x3'(¢ , @, 0) =2, -+ E5(cos § cos p—sin Y sin ¢ cos B) -+ EsinPsin 6,
’ y‘gzyg(np,cp,ﬂ)———yl—l—E?,(sinL]Jcoscp+cos&[)sincpsinye)—ﬁgcosnpsine,
( z3=23(0,0,0) =2 + E3sin @ sin 0 4 L3 cos 0 ;

fz(x2ry2,32 =0 ’ g2<x2:y2:32>20' ) fs(xs:}’3:33 =0
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fo(x.y,z)=0
(Cz){gz(x,y,z)=o

Fig. 2.

e si ha pertanto il

TEOREMA 1. — Nell’ipotesi di cui sopra concernenti il moto costretto di un
solido rigido (S), tale moto é dato dalle equazioni

Aln@.9,0,50, 0. 0,50, 0,0 =0,
(24> ¢ &2 [xz(q),(P,e)»J/z(q},CP,e):zz@;?»'e)]207
(\f3[x3(z.]),cp,6),)/3(4),:9,6),33(41,(9,‘0)]=o.

La programmazione dei calcoli alle calcolatrici elettroniche all'uopo di
determinazione dal sistema (2.4) degli angoli incogniti di Eulero si consegue,
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ad esempio, applicando il metodo delle approssimazioni successive espresso
tramite le relazioni matriciali

41(1’+ D (1)(1,) f2 [xz (q)(ﬁ) , cp(lb) , 6(1’)) Y2 22]
(25) cp(1>+ O | - (9(1’) —w! @J(P) , CP(?) , 6(?)) 22 [#2 (q)(p) , CP(11") , 6(15)> ) V2 » 2]
e(IH' 1 e(p) f3 [X3 <LIJ(P) , (P(P) , e(ﬁ)> y V3, 23]

(ﬁ=0,1,2,—--),
essendo ¢, ¢@ e 09 le valutazioni iniziali di tali angoli, mentre la
-1 . I %
(2.6) W7 W,e,0 = Taw W

¢ la matrice inversa della matrice di Jacobi

(2.7) W@, e,0 =
ggsine( cosg])—l—Asm ) Czcosﬂ( P siny— 22 cos¢) o
Eosin 022 cos ¢+ bsing) G (3% si’n ¢ cos 0 — o
_%cosq;cose_ﬁsine)
[—EsGinycosg+  sing (Zsingsin0 + — s [(cos g sin g+

+ cos ¢ sin ¢ cos 0) +

+ Cacos ) 3733 + cos{cos0-
—I—Cgcosn]asinﬂ]i—;—]—

. 2
~+sin{ cos ¢ cos 0) ?x_z +

)
-(Es sin g — C3) f3 + (cos § cos ¢ sin § —
+-[€3 (cos ¢ cos ¢ — ) ) ofs . . s
—sin ¢ sin @ sin 6 + —!—(Zssmtpcos@———lgsmﬁ)a—% —sinysing) s T
+ Gsin §'sin 0)] L2 +cos ¢ sin 0 2

del sistema (2.4), essendo W* la reciproca della matrice W.

3. Si consideri ora il caso in cui il moto spaziale del solido rigido (S)
¢ tale che le equazioni note del moto di un suo punto A; € (C;) siano sempre

le (2.1), mentre i punti A;€(S), (/= 2,3,4) si appoggiano costantemente
sulle superfici dinnanzi fissate (fig. 3)

(3.1) Ji(x,y,8)=o0 G=2,3,4).
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)

(S)F2 (%:y,z)=0

(S4)f(x.y.2)=0

Fig. 3.

Analogamente con cio che si & fatto per 'ottenimento del sistema (2.3)
si perviene in questo caso alle equazioni

!/ g Xe =23 (Y, 9,0) =2 + Lasindsinb,

|y Ye=y2(1,9,0) =y —Lacosdsinb,

e 29 =2, (,0,0)=2 +%cosO;

g x3 = x3 (Y, @,0) = x;+E3(cos Y cosp—sin Y sing cos0) +Lgsin Ysin b,
? v =3}, 9,0) = y;+Es(sind cosp4-cos P singsin®) — Lz cos Y sin 0,

w

g3 =23, 9,0 =2 +Essingsin b -+ {3cos 0;
xa=xa(Y,0,0) =21+ &4 (cos Y cos ¢ —sin{ sin ¢ cos ) —
— 7y (cos ¢ sin @ - sin ¢ cos ¢ cos 0) + Lasin ¢ sin 0,
ya=y1(, 0, 0) =y + £ (sin { cos ¢ -+ cos ¢ sin ¢ sin 0) +
' + 4 (—sin $ sin ¢ + cos ¢ cos ¢ cos 0) — Lacos Y sin 6,
| 2y =2,(,0,0) =2+ Eisin¢sin 6 + », cos @ sin 6 4+ Ly cos 0;
| Al =o |, filr,se) =0 , fale,vi,m)=o

(3-2)
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e si ha pertanto il

TEOREMA 2. — Nelle ipotesi di cui sopra comcernenti il moto costretto di
un solido rigido (S), tale moto ¢ dato dalle equazioni

Selra (9,0, 0. 0,0),20,9,0)]=o0,

(3-3)

s, 0,0, v50,9,0),2¢,0,0]=0,

f4[x4<q),<976)’.3/4(4’:@76)!34(4):(9:6)]=O'

La programmazione dei calcoli alle calcolatrici elettroniche all’uopo di
determinazione del sistema (3.3) degli angoli incogniti di Eulero si consegue
tramite le relazioni matriciali di approssimazioni successive analoghe alle
(2.5), essendo la matrice di Jacobi del sistema (3.3) data come sotto:

(3-4)

W(LP!CP:G):

Czsmﬁ(—co ¢+9 sin ) Ez< sin ¢ cos 6—

[— &3 (sin ¢ cos ¢+

-+ cos ¢ sin ¢ cos 0)+
+ C3cosnlacoscp]—§§—2—|—
+[&3 (cos ¥ cos ¢ —
— sin ¢ sin ¢ sin 0) -+

+ g sin ¢ sin e]%

[— &4 (sin ¢ cos o+

+ cos ¢ sin ¢ cos 0) —
— N4 (— sin ¢'sin ¢ -
+ cos § cos @ cos0) +
+ T4 cos ¢ sin 0] %%—[—
+[&4 (cos ¢ cos ¢ —
— sin ¢ sin ¢ sin 0) —
— g (cos P cos ¢ +

+ sin ¢ cos ¢ cos 0) 4+
+ Casin ¢ sin 6] 5~ 9f4

f2 cosq»cose—gf—&n(i)

sin ¢ (€3 sin ¢ sin 6 +

-+ 3 cos 0)2‘—2 -+

+ cos ¢ cos 0 (E3 sing —E&3)-
af —}— (€3 sin ¢ cos O —

— Cg sin 0)3?3

sin ¢[&4 sin ¢ sin 04

-+ n4 cos @ sin 6 -+ 4 cos 0]
f4 + cos Y[Essin @ cos  —

—714 cos @ sin §-—T4 cos 0]-

9f4 —[— (Easin @ cos 0 +

—i—m cos ¢ cos 60— {4sin 0) g—;

— &3 [(cos ¢ sin ¢ -+
-|—sin¢cosﬂ)-§x—:—{-
~+ (cos ¢ cos ¢ sin 6 —
—sinupsincp)%%—{—
—]—coscpsinegizz

[— &4 (cos Ysing +
+ sin ¢ cos ¢ cos 6) —
— 1y (cos { cos ¢ —
—sinsin g cos )] gﬁ +
+ [E4 (—sin ¢ sing +
+ cos ¢ cos ¢ sin 6) —
— 1y (sin ¢ cos ¢ +
+ cosdsingcos 0)] %—I—
~+ (&4 cos ¢ sin 6 —
o
— 7 sin @ sin 0) o

4. I risultati di cui sopra come pure quelli spettanti alla distribuzione

delle accelerazioni d’ordine qualunque dei punti del solido rigido considerato
q que det p

possono essere applicati all’analisi cinematica dei meccanismi spaziali, soprat-

tutto nel caso in cui v’¢ l'interesse di prendere in istudio il moto dell’ele-



278 . Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLIX - novembre 1970

[164]
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Fig. 4.

mento centrale. In questo quadro c’entrano i meccanismi schematizzati in figg. 4,
5 e 7. Figg. 6, 8 e 9 illustrano tali meccanismi costruiti dall’Altmann [13]
all'uopo di far passare I’clemento centrale per certe posizioni dinnanzi pre-
scritte. Il meccanismo rappresentato in fig. 6 corrisponde a quello dato in

X3Y3:23
- A3{§31 0, Ca}

Fig. 5.
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X3.Y3: 23
A3{§3y 0, CS}

W,=const. /
7

-

Fig. 6.

fig. 5, mentre i meccanismi dati in figg. 8 e 9 sono caratterizzati, nonostante
la loro strutturale diversita, dal fatto che i loro elementi centrali eseguiscono
il medesimo moto (due dei punti di questi elementi si muovono su due cerchi
fissi ed il terzo su un cilindro fisso).

Fig. 7.
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