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Meccanica razionale. — S u i moti costretti dei solidi rigidi ed 
applicazioni a ll’analisi dei meccanismi spaziali. Nota I di D emetrio 
M a n g e r o n (1) 2, M ehmet N. O guztöreli (2) e N icolae Pl i t e a (3) pre
s e n ta ta ^  dal Socio B. F in zi .

SUMMARY. — Starting from their own research work concerned with the any-order 
reduced accelerations method, the tangential method and the matrix-tensor method [i]-[3], 
the authors expose a new kinematic study of a set of a rigid body’s constrained motions. 
The obtained results aré subsequently applied to the analysis of spatial mechanisms.

1. In una serie dei loro lavori propri aventi alla base alcune Note lincee
[1 ] [3]> AA. hanno elaborato il metodo delle accelerazioni ridotte d ’ordine
qualunque e di specie qualsivoglia, il metodo tangenziale ed il metodo matri- 
ciale-tensoriate [4]-[6] concernenti la cinematica e la dinamica dei sistemi 
meccanici con applicazioni all’analisi ed alla sintesi dei meccanismi piani 
e spaziali. Tali studi sono stati continuati poscia dai vari scienziati soprat
tutto nella Repubblica Popolare Cinese, negli Stati Uniti d ’America e nell’Unio
ne delle Repubbliche Socialiste Sovietiche [7]—[11 ].

Gli AA., rim andando i lettori per i dettagli algoritmici ed esemplifica
zioni al Bollettino dell'Istituto Politecnico d i Ia si) espongono in ciò che segue 
i risultati concernenti lo studio cinematico di certi moti costretti dei solidi 
rigidi e ne additano alcune applicazioni all’analisi dei meccanismi spaziali.

2. Si consideri il moto spaziale di un solido rigido sottoposto ai legami 
tali chè i suoi punti A i , A2 descrivono rispettivamente due curve note fisse 
(Ci) e (C2), mentre un altro suo punto A3 si muove rimanendo sempre appog
giato su una superficie fissata (S3). Siano

(2.1) x\  =  x\(q) , V i = y i ( à )  > zi =  zi(g)'> q —

le equazioni supposte note del moto del punto Ai rispetto ad un triedro 
cartesiano fisso Oi xyz  (fig. 1) e sia Ai (— O) ÇyjÇ (fig. 2) il triedro cartesiano
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pur esso trirettangolare solidale col corpo rigido considerato (S). Supponiamo 
inoltre senza menomare la generalità che i punti A2 e A3 si trovino rispetti
vamente sull’asse OÇ e nel piano ÇOÇ, si ha cioè

(2.2) £1 =  0 , 7)! =  o , £i =  o ; £2 =  O , 7)2 =  o ; v)S =  o .

Dalle ben note formole [12]'che esprimono le coordinate di un punto 
generico M rispetto al triedro fisso O ixyz  in funzione delle coordinate del 
punto O e degli angoli di Eulero fi > <P e 0, si ottiene, ove si tenga conto 
delle (2.2), il sistema

x 2= x 2 (fi , 9 , 6 )  =  x x -fi Ç2 sin fi. sin 0 ,

ya = y2 (fi > ? , 6) =  y i  — £2 cos fi sin 0 ,

2̂ =  #2 Ol' > 9 > 0) =  H  +  K>2 cos 0 ;

x$= xd (fi , cp , 0) =  x 1 -fi Ç3 (cos fi cos 9 —  sin fi sin 9 cos 0) -fi- sin fi sin 0, 

y 3 —y 3 (fi » cp , 0) =  y x -fi (sin fi cos cp -fi- cos fi sin 9 sin 0) -— Ç3 cos fi s in 0 , 

*3 =  #3 (fi > ? , 9) =  z\ +  sin 9 sin 0 +  Ç3 cos 0 ; 

fa ( x 2 > y 2 i *2) =  O , £ 2  (* 2  I j 2  > *2) =  O ; fa  (* 3  , JK3 > ^3) =  O

(2-3)
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e si ha pertanto il

T e o r e m a  i . -  Nell'ipotesi d i cui sopra concernenti i l  moto costretto d i un 
solido rigido (S), tale moto è dato dalle equazioni

I fa [*2 (4». 9 » 6) , P2 01*, 9 , 6) , z2 (<J>, 9 , 6)] =  o ,

(2-4) g ì |>2 C'I' > 9 >9) >Pì (4* > 9 . 6) » *3 (4* , 9 » 9)] =  o ,

! h  [*3 (* , 9 , e) > ya (4» » 9 . 9) » H  (4 . 9 » 6)] =  o .

La programmazione dei calcoli alle calcolatrici elettroniche all’uopo di 
determinazione dal sistema (2.4) degli angoli incogniti di Eulero si consegue,
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ad esempio, applicando il metodo delle approssimazioni successive espresso 
tram ite le relazioni matriciali

^ + 1) (J,0» f 2 [x2 ( ^ 9W\  0CjS)) ^ 2 ,*2]

(2 .5) 9  o + u
q(ì»+1)

— 9W. — W"1^ ,  9 W, e(>)) gl  [x2 0]/^, 9 tó , 6(>)) , y  i , z2] 

h  , y t , s s]

0  =  o ,  i , 2 , . . . ) ,

essendo i|/Q) ; ?(0) e 0(O) le valutazioni iniziali di tali angoli, mentre la

(2.6) w - 1( ^ ) <P ) e) =  ^ w w *

è la matrice inversa della matrice di Jacobi 

(2-7) W  OJ , 9 , 6) =

52sin 6( £  cos 4* +  £  sin +) cos6( £  sin 4> — £ cos4-

& s in e ( £ cos + +  l ï sin  ^ ( £ sin  + cos 6 —

- —  cos 41 cos 0 — —̂  sin 0cyp. T 9<?o

[— £3 (sin 4» cos 9 +

+  cos ^ sin 9 cos 0) +

+  Ç3 cos ÿ sin 0] +

sin ip (£3 sin 9 sin 0 + ■5®

+  cos 9) £  +  cos + cos 6 • + s in  + cos 9 cos 6) £  +

•(& sin <p— & )J £  +

(cos ^ sin 9 +

+  [?3 (cos cos 9 — 

— sin sin 9 sin 0

dy3

+(£3 sin 9 cos 0 — Ç3 sin 0) dfz
+  (cos ^ cos 9 sin 0 

— sin <J» sin 9) £  +

+  3̂ sin 4» sin 0)] dyz +  cos 9 sin 0 —-T dzz

del sistema (2.4), essendo W* la reciproca della matrice W.

3. Si consideri ora il caso in cui il moto spaziale del solido rigido (S) 
è tale che ljs equazioni note del moto di un suo punto Ai e (Ci) siano sempre 
le (2.1), mentre i punti A*- G (S) , (/ =  2 , 3 , 4 )  si appoggiano costantemente 
sulle superfici dinnanzi fissate (fig. 3)

(3-0 f t ( x  >y >*) =  o ( * ■ = 2 , 3 , 4 ) .
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Analogamente con ciò che si è fatto per 1’ottenimento del sistema (2.3) 
si perviene in questo caso alle equazioni

/ / x 2 =  x 2 (<]/, 9 , 6 )  =  x x +  Ç2 sin ^  sin 0 ,
X2 =  X2 (+ ,9  » 0) =  Xi — £2 cos ^ sin 0 ,
^2 =  H  (+ , 9 0 )  =  zx +  Ç2 cos 0 ;
x 3 =  x 3 (4» , 9 ,0 )  =  x x +^3(cos ^ cos 9 — sin ̂  s in 9 cos 0) -(-Ç3 sin ^ sin 0,
ys  =  ys  > 9>0) =  > 'i+ ? 3 (s in ^ co s9 + c o s^ s in 9 s in 0 ) —^3cos^sin0, 
z3 =  z 3 (ip , 9 , 0) =  z x +  £3 sin 9 sin 0 +  Ç3 cos 0 ;
X4 =  xa (4* > 9 , 0) =  x \  +  Ç4 (cos <]/ cos 9 —  sin 4» sin 9 cos 0) —

:— 7)4 (cos sin 9 +  sin ^ cos 9 cos 0) +  Ç4 sin ^ sin 0 , 
y 4 =  jV4 (^ , 9 , 0 )  =  y i  +  (sin ^ cos 9 -f- cos 4* sin 9 sin 0) +

+  7)4 (— sin ^ sin 9 +  cos ip cos 9 cos 0) —- Ç4 cos ^ sin 0 , 
,34 =  ,34 (4> , 9 , 0) =  +  4̂ sin 9 sin 0 +  7)4 cos 9 sin 0 +  4̂ cos 0 ;

h  (*2 » X2 , *2) =  0 > /3  (*3 , y 3 , Z3) =  o , / 4 (*4 , X4 , £4) =  o

(3.2)
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e si ha pertanto il

Teorema 2 . — Nelle ipotesi d i cui sopra concernenti i l  moto costretto di 
un solido rigido (S), tale moto è dato dalle equazioni

l h  I>2 (<P » 9 . 6) , (+ . 9 > 6) . 2̂ . 9 > 9)] =  O ,
(3-3) ' / s  l>3 (4*. 9 » 6) , y s (<p , 9 , 0) , z3 (4/, 9 , 0)] =  o ,

( A  l>4 (+ » 9 .0 )  . S i  (+ . 9 . 6) , Zi OP , 9 ,9 ) ]  =  o .

La programmazione dei calcoli alle calcolatrici elettroniche all’uopo di 
determinazione del sistema (3.3) degli angoli incogniti di Eulero si consegue 
tram ite le relazioni matriciali di approssimazioni successive analoghe alle 
(2.5), essendo la matrice di Jacobi del sistema (3.3) data come sotto:

(34)

^2 s in 0 ( £ c o s + + f l s in + )

[— £3 (sin 4 cos 9 +
4- cos 4 sin 9 cos 0) +

+  Ç3 cos <]; cos 9] | -  +

.+ [£3 (cos 4 qos 9 —
— sin 4  sin 9 sin 0) +

4- & sin sin 6]

[— E,4 (sin 4 cos 9 +
+  cos 4 sin 9 qos 0) —
— (—- sin 4 ’sin 9 +
+  cos 4 cos 9 cos 0) -f-

+  Ç4 cos 4 sin 6] - ^  +
+  [£4 (cos 4 cos 9 —
■—- sin 4 sin 9 sin 0) —
---ï]4 (COS 4 CpS 9 +
+  sin ^ cos 9 cos 0) -f- 

+  Ç4 sin 4 sin 0] — -

W (4 , 9 ,0 )  =

£2 sin 4 cos 0 —

— •—  cos 4» cos 0 — —  sin 0 )<yj2 T dz2 J

sin 4 (Ç3 sin 9 sin 0 -f- 

+  Ç3 cos 0) +

+  cos 4 cos 0 (£3 sin 9 — £3) •

• ^  +  (?3 sin 9 cos 6 — 

_ Ç 3 S ine)| i t

sin 4 [^4 sin 9 sin 0 +
+  7)4 cos 9 sin 0 +  4̂ cos 0] •

• J— +  cos 4 [£4 sin 9 cos 0 —

—  y]4 co s  9 sin 0 — Ç4 cos 0] •

• +  { li  sin 9 cos 6 +

+  7)4 cos 9 COS 0---Ç4 sin 0) J ~

o

—  Ç3 [(cos 4 sin 9 +

+  sin tj/cos 0 ) | -  +

+  (cos 4 cos 9 sin 0 —

— sin <J< siri <p)J£ +

+  cos 9 sin 0

[— Ç4 (cos 4 sin 9 +
+  sin 4 cos 9 cos 0) —
---7)4 (COS 4 COS 9 ----

-— sin 4 sin 9 cos 0)] —  -f-

+  PU (—  sin 4 sin 9 +
+  cos 4 cos 9 sin 0) —
■— t}4 (sin 4 cos 9 +

+  cos 4 sin 9 cos 0)]

+  (£4 cos 9 sin 0 —
• a\ 3/4—  t]4 sin 9 sin 0) —

4. I risultati di cui sopra come pure quelli spettanti alla distribuzione 
delle accelerazioni d ’ordine qualunque dei punti del solido rigido considerato 
possono essere applicati all’analisi cinematica dei meccanismi spaziali, soprat
tutto nel caso in cui v ’è l ’interesse di prendere in istudio il moto dell’eie-
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mento centrale. In questo quadro c’entrano i meccanismi schematizzati in figg. 4, 
5 e 7. F igg. 6, 8 e 9 illustrano tali meccanismi costruiti dall’Altmann [13] 
all’uopo di far passare l’elemento centrale per certe posizioni dinnanzi pre
scritte. Il meccanismo rappresentato in fig. 6 corrisponde a quello dato in

Fig. 5-
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A3|b&3,0; C3]

fig. S> mentre i meccanismi dati in figg. 8 e 9 sono caratterizzati, nonostante 
la loro strutturale diversità, dal fatto che i loro elementi centrali eseguiscono 
il medesimo moto (due dei punti di questi elementi si muovono su due cerchi 
fissi ed il terzo su un cilindro fisso).

Fig. 7.
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Fig. 8.

Fig. 9
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