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Fisica matematica. — Microstrutture ™. Nota ¢ 1 del Corrisp.
GruserpE GRIOLL

SUMMARY. — Previously microstructures have been characterized by a rather abstract
point of view, whose free energy, which satisfies the principle of material indifference,
depends in a very general way on a not exactly established number of variables.

We point out that also in the case of large deformations it is possible to conceive physi-
cal models of microstructures which admit a free energy of the type previously considered.

For this purpose, in this first lecture the necessary premises of a kinematic and
geometrical type are established.

Avanzati sviluppi della Meccanica dei Continui sono oggi rivolti verso
la teoria delle microstrutture, cio¢ di quei sistemi materiali che pur tradotti
in uno schema continuo vogliono ricordare in qualche modo una loro prove-
nienza particellare. v

Nella formulazione dello schema matematico non va dimenticato che
a ogni punto del sistema materiale va associata una molecola estesa rigida
[continui di Cosserat] o deformabile [microstrutture].

Ho studiato precedentemente [1] il problema di vedere se e in quale
misura la conoscenza della struttura analitica dell’energia libera sia sufficiente
per caratterizzare il comportamento meccanico [cio¢, lo stato di reazioni
interne] di una microstruttura @,

Naturalmente, il legame tra lavoro delle forze interne e variazione di
energia libera era ivi quello corrispondente ai sistemi a trasformazioni rever-
sibili e dava luogo a equazioni costitutive valide in uno stato di equilibrio o,
nel caso dinamico, per sole trasformazioni reversibili.

In [1] si suppone che Venergia libera dipenda in modo molto generale
da un qualunque numero di variabili geometriche la cui natura non & in gene-
rale precisata, salvo la imposizione di soddisfare al principio di indifferenza
maleriale, ¢ la teoria sviluppata presenta pertanto, un carattere alquanto
astratto. Si trattera ora di mostrare — anche per deformazioni finite — come
sia possibile ‘concepire modelli fisici di microstrutture che ammettono un’energia
libera proprio del tipo di quella postulata in [1].

Scopo ulteriore di questo studio & di ampliare la teoria precedente [1]
tenendo ‘conto di azioni dissipative eventualmente presenti nel caso dinamico,
in accordo con recenti proposte di Truesdell [2] e di Ziegler [3] per i continui
classici e con la stessa teoria di Onsager [4] del caso lineare classico. Presu-
mibilmente, i fenomeni plastici possono inquadrarsi nello schema avanti
proposto.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi di ricerca Matematici del C.N.R.
(**) Presentata nella seduta del 14 novembre 1970.
(1) Per una pilu dettagliata bibliografia vedi [1].
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1. PREMESSE GEOMETRICHE. — Sia C’ la configurazione attuale di un sistema
materiale S costituito da un grandissimo numero di particelle, « molecole »,
di dimensioni piccolissime ma individuabili e della cui estensione e struttura
si vuole che rimanga qualche traccia nella descrizione delle proprietd mecca-
niche del sistema sullo schema del continuo.

Si supponga che la generica «molecola» sia costituita da 7 particelle
di masse #;. Denoterd con ¢/, P’ e Q; le posizioni attuali della molecola
considerata ¢, del suo baricentro e della particella di massa 7} e con ' la
sua massa totale. Sia inoltre, C una configurazione di riferimento per S e ¢,
P, Q; i corrispondenti di ¢/, P’, Q; in C.

Data la piccolezza della generica molecola, supporrd che la sua defor-
mazione sia di tipo omogeneo. Cio significa che tra i vettori PQ,, P’ Q;
esiste una corrispondenza caratterizzata da una matrice y dipendente da
P,C,C: y=+v(P;C,C’), caratterizzata dall’uguaglianza

(1) P' Q.= yPQ, — xj(.i) —x, =1, H—w),

ove con x, xj‘."),yl,yf,") si denotano le coordinate di P, Q;, P, Q;, rispetto a
un prefissato riferimento trirettangolo levogiro @.

Si consideri uno spostamento infinitesimo (ciog, per il quale sia sufficiente
la valutazione degli elementi del primo ordine delle quantit che intervengono)
che porti da C' a C""=C'+ 8C’. Sia A =y (P ;C/, C’") la matrice che carat-
terizza tale spostamento e 3y la corrispondente variazione di y (P ;C,C").
Sara

(2) Y+ =x->d=0Q—1)Y.
Pertanto, posto

(3) W =nr—1,

si ha

4 | 3y = ' Py.

In corrispondenza allo spostamento da C' a C"'= C'+ 8C/, da (1), (3)
segue

(5) 3Q; = SP'+ 8y PQ, = SP'-+ &' WP’ Q.

(2) Si consideri la (1) per un s diverso da z:
(") P'Q,=vPQ,.
Da (1), (¥) segue
) QQ=7Q,Q;-

La (*¥) mostra che la deformazione & omogenea [con la medesima matrice] anche rispetto
a ogni prefissata particella Q.
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Se sul generico elemento ® Q; agisce la forza esterna Fy, il corrispon-
dente lavoro ¢ espresso da

©) 316 = Fy Su, + Sy, M, = F, 8u, + &' ¥,, M., ,

”
ove 3z, esprime la componente di indice s di 3P/, F, = E Fi e le M,,, M),
=1

sono le coordinate astatiche @ della sollecitazione Fy, pensata agente sui
Q; e sui Q; rispettivamente:

— 5 (2) ! o v (¢ !
(7 M,, = 21 @’ =) Foy . M= 21 () — ) Fo-
Se con Y si denota la matrice coniugata della v, evidentemente risulta

M'= MY.
Si ponga ®

(8) MP = 8157,1 er y M’p = €4y M,]r .

Denotando con My, , Mg la parte simmetrica e quella antisimmetrica
della matrice M (e analogamente per la M'), da (8) segue ‘

1 ) I .
©) Mpn= e M, ,  Mpy=-¢, M.
Posto, inoltre
(IO) 8’ w; = % €is 3 1Fr:
si ha pure
(I I) 8, ‘F[r.r] = &, 8,(01 ) 8, an = 8, lF(r:) + €75 8’ ;.

Si riconosce che My, esprime il momento risultante rispetto a P’ delle forze
esterne agenti sulla molecola ¢/, mentre 3'w,, in base a (3), (10), pud inter-
pretarsi quale rotazione di insieme di ¢’ subordinata allo spostamento infi-
nitesimo 3C’. All’espressione (6) del lavoro delle forze esterne si pud dare
pertanto l'aspetto espressivo

(12) 3O = F,8u, -+ 3v,, M,y = Fy8u, + 8 Wy My + M, o, .

Vale la pena di osservare che se lo spostamento da C’ a C” & uno
spostamento rigido infinitesimo di rotazione di vettore & w,, da (2), (3), (4)
segue per le componenti delle varie matrici

(13) )\V: = & 8’ w,; + 874' ) SY” = srlq 8"‘)1 Yq.\- ) SIIF;': = &5 8, Wy,

ove 3,, denota il simbolo di Kronecker.

(3) Nel seguito con ¢’, Q; mi riferird anche alla generica molecola e alla generica parti-
cella in C’, oltre che alle loro posizioni. Analogamente per ¢ e Q;.
(4) Rispetto alla terna di riferimento riportata in P o P’.

(5) Con €, si denota evidentemente Pindicatore di Ricci.
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2. ELEMENTI DI CINEMATICA DELLE MASSE. — Nel moto del sistema
rispetto al prefissato riferimento siano ® e v le velocita di Q; e P'. Da (1)
segue

(14) o = v + {PQ; .

Si deduce che le espressioni della quantita di moto, g, del momento
delle quantitd di moto rispetto a P’,k,, e della forza viva, T, per la generica
molecola ¢’ sono rispettivamente

(15) g=m'v,

(16) ky = glm, P'Q; X v® = gm, YPQ; X YPQ; = &,4, Yis Yup Asp €

e

(17) T=—[m @+ A, Y7

Nelle (13), (16), (17) [con 7" massa di ¢], ¢, ¢ il versore dell’asse di indice

7, mentre A,  rappresenta il generico elemento  della matrice strutturale
d’inerzia (indipendente dal tempo):

(18) A= 21 m; (Y —,) (PO —).
Vale la pena di osservare che se il moto di ¢’ ¢ rigido (Cosserat) e w ¢ la sua

velocitd angolare, dalle (16), (17), tenuto conto che y ¢ ora una matrice di
rotazione, segue

1 .
(19) ky =0,,0,c, , T= — [6,s o, &, + m'4?],
con,

1 .
(20) O, = — &6 Yog Y pq-

Dette A,, le espressioni che si deducono dalle A, , (18), mediante la
sostituzione delle x, alle ,, nelle (19) si deve intendere

(21) 6,s = I8,, — A = €1, Sogn Yt Yoo Pro

ove I esprime il valore comune agli invarianti lineari delle matrici A e A'.

3. SULLA DEFORMAZIONE DEL SISTEMA. — Il continuo classico & in defi-
nitiva un particolare schema matematico dell'insieme dei baricentri P’ delle
particelle che, alla fine, ignora del tutto la loro estensione. Cid da luogo a ben
note espressioni delle caratteristiche dello strain. Volendo tenere conto nella
definizione di queste ultime dell’esistenza delle particelle Q" presenti nelle
molecole ¢/, non si pud, tuttavia, prescindere dalla valutazione delle variazioni
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di distanza tra le Q' e nella traduzione in uno schema continuo della micro-
struttura considerata si dovrd prendere in esame [temporaneamente] il siste-
ma [continuo] derivante dall’insieme delle particelle Q’. In tal modo alla
distanza tra due particelle Q' [della medesima molecola o di due molecole
distinte] pud associarsi un ds esprimente la distanza tra due punti di un
continuo nello stato attuale. Si viene cosi a costruire una varictd euclidea
a sei dimensioni la cui metrica individuera la deformazione del sistema.

Sia dQ’ un vettore infinitesimo dello schema continuo corrispondente,
nell’originario schema particellare, al vettore che va dalla particella Q' a
una ad essa vicinissima [della medesima o di una diversa molecolal].

Denotando ® con ¢ la matrice delle x,, e posto = PQ, da (1) segue

(22) dQ’' = adP + ydy + dyy .

Analogamente, per un secondo vettore Q' pure spiccato da Q' si avrd
(23) 3Q" = adP + vy + 3yy .

Nelle (22), (23) &, evidentemente, da intendersi
(24) dy=ry.,dn. ., y=v,%%.

Denotando con il soprassegno la matrice coniugata di una data matrice,
da (22), (23) segue, per il prodotto interno,

(25) dQ"-9Q'= ga dP- 9P + gy d7- 9P + Ya dP- 95 + 4d vy - oP 4+
' +dva dP-n + Yy dy- 3 4 vy duy- oy + Tdyn- O + By dyy-; .

mentre, risultando nello stato di riferimento

(26) e=d=1 , y=Y=1 dy =dy =o0 (in C)
si ha pure
(27) dQ-2Q = dP-9P -+ dn- 9P + 99-dP -+ dy- 9.

Da (25), (27), identificando dQ’ con 2Q’, si deducono le espressioni
delle dilatazioni lineari, tenendoli invece distinti si ottengono le variazioni
angolari e superficiali, considerando un terzo vettore si deducono le variazioni
di volume [mediante il prodotto misto].

La deformazione del continuo . ¢, pertanto, caratterizzata dalla cono-

scenza delle matrici da, dy,- - -, 3y dy.
Posto
ay AT e e
( c =Yy , o) = Y. , o9 — Y5 Yoo

(6) Nel seguito denoterd con la virgola la derivazione rispetto alle ;.



266 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLIX - npvembre 1970 [152]

e tenuto conto di (25), (26), si ha

(29) L=dQ"2Q" —dQ-2Q = (6—1)dP-9P + (v— 1) dn- 3P +-
+ (—1)dP- 9 + (6 — 1) dn- a5 4 v®@ 9. 3Pdy, + v dP -7 3y, +-
+ 6@ -y dy, + 5O du-m 3y, + o@D -y 3y, dy, .

E opportuno mettere in evidenza che le matrici o,c®, o9 si esprimono
in definitiva mediante le prime tre matrici (28). Infatti, tenuto conto dell’in-
vertibilita della a (il cui determinante D ¢& positivo), da (28) segue

(30) vy=@ v, y,=@"w
e, pertanto,

c=va (@ lyv=vst
(31) c6® = val (@)1 v = 1V

( 6?9 = &) 41 (d)"l Vo) = (@ 51 @ |

Se lo spostamento da C a C' ¢ rigido, risulta, a meno di un’inessenziale
traslazione,

(32> a:éﬂ:«{ ’ dY:Y,tdyt:O’

ove ® ¢ una matrice di rotazione indipendente da P. In tal caso da (28),
(31) si deduce

(33) b=1 , v=vyv=1 |, G:‘I,

V8 = o) = D) — YO — G — G — ¢ .

Da (29) segue allora L. = o e si riconosce che il prodotto interno dQ-3Q
si mantiene inalterato qualunque siano i vettori dQ, 8Q. Vale il viceversa.
Cio giustifica linterpretazione delle &—1,v—1,6—1,v® , 60 | olta) |
quali caratteristiche generalizzate di deformazione. Anzi, la deformazione
del continuo & completamente caratterizzata non appena siano note le ma-
trici 6—1,v— 1,99 [in base a (31)] il cui annullarsi & necessario e suffi-
ciente affinché lo spostamento da C a C’ sia rigido. Queste sono, pertanto,
le effettive caratteristiche dello strain e viene spontaneo, per tale motivo,
ritenere che Venergia libera del sistema, la cui variazione deve risultare nulla
in corrispondenza a ogni spostamento rigido isotermo del continuo, in defi-
nitiva sia da ritenersi funzione delle 4,v,v®, oltre, s'intende, che delle
temperature assolute degli stati C,C’.

Da (25), in base a (28), si deduce che la trasformazione del continuo
induce una metrica di uno spazio a sei dimensioni ”, espressa da

(34) ds? = [6,. + 2V, + (6, m,m,] &y, dy, + o, dn dn +
+2[v, +6%n]dy, dn, .

(7) Di coordinate y, , ;.
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Si interpreti, per un momento, la (34) come la forma caratteristica della
deformazione di un continuo a sei dimensioni di tipo classico. Tale continuo
¢ in realtd un sottile iperstrato, data la piccolezza delle n, di fronte alle y,.
La deformazione del continuo, vista in sei dimensioni, & ben piti complessa
di quella precedentemente considerata e le sue caratteristiche sono i coeffi-
cienti della forma quadratica (34).

Comunque, la varieta di cui la (34) da la metrica & euclidea e ’annullarsi
del corrispondente tensore di Riemann fornisce le condizioni di integrability
per le 6 ,v_,v®.

Vale la pena di osservare che nel caso dei continui di Cosserat risulta,
in base a (28), o = 1.
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