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Topologia. — Sur les ensembles bornés dans les modules topolo-
grgues. Nota di SERGE VasiLacH, presentata ® dal Socio B. SEGRE.

RIASSUNTO. — Si estende un noto risultato relativo ai sottoinsiemi limitati degli spazi
vettoriali sul campo reale ai sottoinsiemi limitati nei moduli topologici su di un qualsiasi
anello topologico.

I. — On sait (cfr. [1], Chap. III, § 2, No. 1) qu’'un ensemble borné B
dans un espace vectoriel topologique E sur le corps des nombres réels R,
est un ensemble qui est absorbé par tout voisinage de I'origine O dans E.

Une définition équivalente est donnée par la Proposition suivante (cfr. [1],
Chap. III, § 2, Prop. 4).

PROPOSITION 1. — Une partie B d'un espace vectoriel topologique E sur R
est bornée, si et seulement si pour toute suite (x,),en de points de B et toute

suite (\,)nex de scalaires de R telle que lim ), = o, on a lim (A, x,) = o.
7n—>00 7 —>00

Dans le cas d’un espace vectoriel topologique E sur un corps quelconque
non discret K, on dit qu'une partic B de E est bornée (cfr. [1], Chap. III,
§ 2, Exercise 1), si pour tout voisinage V de O dans E, il existe A== 0 dans K
tel que AB C V. On montre (cfr. [1], loc. cit.) que si B est borné dans E,
alors pour tout voisinage V-de O dans E, il existe un voisinage W de O
dans K, tel que W-B CV. Dans ce cas, toutes les Propositions et Propriétés
des ensembles bornés dans les espaces- vectoriels topologiques sur R, s’éten-
dent aux ensembles bornés dans un espace vectoriel topologique sur un corps
non discret K, sauf la Proposition 1; celle—ci reste valable si et seulement
si K est métrisable.

Il est naturel d’étendre la notion d’ensemble borné B dans un module
topologique E sur un anneau topologique A, comme il suit (cfr. [2], Déf. 1):

DEFINITION 1. — Soient A, un anneau topologique, E un module topolo-
gique & gauche (resp. a droite) sur A.

On dit gu’une partie B de E est bornée dans E si pour tout voisinage Vg
de O dans E, il existe un voisinage Va de O dans A tel que Vi B C Vi (resp.
BVa C Vg).

Dans ces conditions, toutes les propriétés des ensembles bornés dans
les espaces vectoriels topologiques s’étendent aux ensembles bornés dans
les modules topologiques, y compris la Proposition 1, dans le cas o1 'anneau A
est métrisable.

(*) Nella seduta del 14 novembre 1970.
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Dans le présent travail on donne une extension de la Prop. 1 au cas
des ensembles bornés dans un module topologique sur un anneau topologique
A quelconque. Cette extension est donnée par le

THEOREME. 1. — Sodent A un anneau topologique & élément unité noté 1;
Ba le filtre de voisinage de O dans A; E wun A—module topologigue a gau-
che (resp. a droite); Bg le filtre des woisinages de O dans E. Soit, dautre
part, 1 un ensemble ordonné filtrant & droite, pour une relation & ordre
notée (<) tel que Card 1 = Card By et ¢ une bijection de 1 sur By, telle que
(=)= W) e (.

Dans ces conditions, une partie B de E est bornée dans E si et seulement
st pour toute famille (x).e1 de points de E et pour toute famille (\).c1 de
points de A telle gue lim \ = o O dans la topologie de A, on a lim (2, %) =0

dans la topologic de E.

Preuve. Rappelons d’abord que $, est un ensemble ordonné filtrant a
gauche pour la relation d’inclusion (C), et que pour chaque V € #,, il existe
un indice t € I et un seul tel que V =V, = ¢ (). Montrons maintenant que
la condition est nécessaire.

En effet, on a:

{B borné dans E}= {VVg € &g, Ix €1 tel que V,-BCVg}.
D’autre part,
{lim2, = o€A}= {pour chaque £€1,3t,€1 tel que A, € Vg pour t >} =
= {pour chaque £€1, on a Mx, € Vex, pour t>15}. |

Mais tes ensembles I et B, étant filtrants, v € I tel que £<v, et x v
impliquent V, C V¢ et V, C V,.. Choisissons t, tel que A, €V, CV, pour cha-
que t >1t5. On en déduit que:

VVg € &y | Jy€l tel que A x €V, 2, CVg pour tout 1>19; d’ol
lim A, x, = o dans E.

Inversement, prouvons que si, pour toute famille (M) e1 de points de B
telle que limAi, =o0€A, on a liml\x, =o0 pour toute famille (x,).e1 de

points de B, alors B est borné dans E.

Démonstration par I'absurde. Supposons que sous ces hypothéses B ne
soit pas borné. Alors.

Vxel , 3JVge Py tel que V,-B (¢ Vg.

(1) lim A = 0 e A signifie que, si # est une application de I dans A, et si &1 est le

L
filtre des sections de I, alors le filtre sur A ayant pour base ’ensemble % (%) converge vers o
dans A, ie. VVe Ba,diyel tel que A eV,,Vi>1y,.
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Mais {limA =o0€A}={Ty€1I tel que A, €V pour t>15,E €1}, et {Ba

ordonné filtré & gauche pour (C)}e={Iv €T tel que £ < v et x < v entrai-
nent V, C Vi et V, CV,}. Sil'on choisit t, tel que A, €V, pour t>1,, on a:

ANz €V, xCV,x CV,B(¢ Vg,

ce qui est contraire & I'hypothése que limA, x, = o0 € E. — Le théoréme est
donc démontré.

COROLLAIRE. — Sous les hypothéses du théoréme I, si, en outre, on suppose
que le filtre By des voisinages de o dans A posséde une base dénombrable, alors
un sous—ensemble B de E est borné dans E si, et seulement si, pour toute suite (x,)
de points de E et pour toute suite (\,) de points de A telle que limh, = o

dans A, on a lim\, x, = 0 dans E. ree
n~>00 . L.
La démonstration est triviale, en prenant I=N={o0,1,2,3,---}.
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