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Geometria. —- Sugli omomorfismi tra spazi affini 0 proiettivi. 
Nota di P a o l o  M a r o s c ia , presen ta ta^  dal Socio B. S e g r e .

Summary. — In this paper we prove some new results about the homomorphisms 
between alfine or projective spaces of dimensions >  2. Some new characterizations of the 
isomorphisms between projective planes are also given.

I. -  I n t r o d u z io n e

Il presente lavoro espone alcuni risultati relativi agli omomorfismi tra  
spazi affini o proiettivi, che si collegano a quelli o ttenuti in [1], [3], [4], 
[5L [6]> [7]- Più precisam ente, all’inizio (n. 2) viene sv iluppata una nuova 
dim ostrazione del teorem a secondo cui (cfr. [4]) « ogni omomorfismo tra  due 
piani affini (finiti od infiniti) è necessariam ente un isomorfismo »; tale dim o
strazione, pur non essendo di tipo diretto come quella da ta  in [4], risulta 
tu ttav ia  assai semplice e non p riva  di interesse in quanto  poggia su di un 
risultato relativo agli omomorfismi tra  piani proiettivi. Successivamente (n. 3) 
vengono date alcune nuove caratterizzazioni degli isomorfismi tra  piani 
proiettivi (affatto qualsiansi), le quali, a differenza di quelle esposte per esem
pio in [1], hanno carattere sintetico. Infine (n. 4) si estende il noto teorem a 
di H ughes-C orbas sugli omomorfismi tra  piani proiettivi finiti (cfr. ad esempio 
[3, teor. 2.1]) al caso di due spazi proiettivi (finiti) 5 r ì S'r , con r  >  2; e, 
sem pre nello stesso num ero, si dim ostra una generalizzazione di un teorem a 
ottenuto da Corbas in [4].

2. -  S u g l i  o m o m o rfism i t r a  p ia n i  a f f i n i

Definizione. -  D ati due piani affini d) (o proiettivi <2>) S2 e S2, chiam e
remo omomorfismo da S2 a S2 ogni applicazione suriettiva /  : S2 S2 tale che 
terne di punti allineati di S2 abbiano per immagini terne di punti allineati 
di S2 <3>.

Direm o poi che / :  S2->S2 è un  isomorfismo se, e soltanto se, /  è inietti va. (*)

(*) Nella seduta del 14 novembre 1970.
(1) Per la definizione di piano affine cfr. [io, p. 212].
(2) Per la definizione di piano proiettivo (o piano grafico irriducibile) cfr. [io, p. 209]: 

in accordo con tale definizione, i piani proiettivi da noi studiati ’ saranno non degeneri, cioè 
esisteranno quattro punti a tre a tre non allineati.

(3) Si verifica subito che le definizioni di omomorfismo tra piani affini (o proiettivi) 
da noi date sono equivalenti alle definizioni che si trovano per es. in [3] e in [4]: all’uopo 
basta tener presente la successiva Prop. 2.1.
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Dim ostriam o innanzitu tto  la:

2.1. -  Se f  : S2 -> S 2 è un omomorfismo tra due piani afifini (0 proiettivi) 
S2 ed S2, ogni retta di S2 ha per immagine, in  / ,  una retta di S2 .

Dimostrazione. -  Infatti, ammesso per assurdo che esista una retta 
S1CS2 tale che / ( S i ) C S i  (.CS2), si fissino rispettivam ente in S2 e in S2, com ’è 
certam ente possibile, un  punto  O ' tale che O ' € Si e un punto O tale che 

/ ( O) =  O '. Se si considerano le rette del fascio (di S2) di centro O, si deduce 
subito che /  (S2) C S2, contrariam ente al supposto.

P rem ettiam o alla dim ostrazione del successivo teorem a 2 .2  il seguente:

Lem m a. — Condizione necessaria e sufficiente affinchè un omomorfismo 
f  : S2 -> S-2 tra due piani proiettivi S2 ed S2 risulti un isomorfismo è che esista 
almeno una retta r' d i S2 tale che f~~ (r ') =  r  C S2, essendo r una retta di S2.

Dimostrazione. — L a necessità è ovvia. Per la sufficienza osserviamo 
innanzitu tto  che la restrizione (di / )  f ± : r  - > /  (f) =  r f risu lta una corrispon
denza biunivoca: all’uopo basta provare, stante la Prop. 2 .1 , che f x è iniettiva.

Invero, se esistessero due punti distinti di r, diciamoli Pi e P2, tali che: 
/  (Pi) =  /  (P2) — P ' allora, com unque si prendano in S2 una re tta  rx passante 
per Pi e distin ta da r  e una re tta  r 2 passante per P2 e distinta da r , posto: 
T  =  r±C) r2ì si avrebbe: / ( r x) =  / ( r 2) =  / ( T) u P ' ^ ^  (in v irtù  dell’ipotesi: 
/ _1 (r ') =  r). P ertanto , tenendo fissa la re tta  rx e variabile la re tta  r2 (nel 
fascio di centro P2), si avrebbe: /(S 2 ) =  r f U f ( r x) (4b m a ciò è assurdo, poi
ché S2 è non degenere.

M ostriam o infine che /  : S2 -> S2 è una corrispondenza (puntuale) b iu
nivoca: basta  far vedere che ogni punto Q ' € S2— r r proviene, tram ite la 

Z ” 1, da un  solo punto  Q di S2.
Infatti, se, fissato ad arbitrio  un punto Q ' e S2 — r ',  esistessero due punti 

d istinti Qi e Q2 in  S2, tali che / (Qi) = / ( Q2) =  Q ', allora, preso com unque 
un punto  R ' su r '  e posto R  == f f 1 (R '), le rette rx =  R U Qi e r2 — R  U Q2 
avrebbero ciascuna come im magine, nella / ,  la re tta  R ' U Q r (cfr. 2 .1), 
cioè: /  (r±) =  f  (r2) =  R ' U Qb Inoltre, scelto com unque un punto T x 6 rx tale 
che T i =)= R  e considerato in S2 il fascio di rette di centro T i , si ha — in virtù 
del fatto che r' è, per quanto  sopra dim ostrato, una corrispondenza
biunivoca — che /  (r2) =  R ' U Z (T !) (4); m a ciò è contro le ipotesi, avendo 
supposto S2 non degenere.

Il lem m a è così com pletam ente dim ostrato.
Siam o ora in grado di provare il teorem a (cfr. [4]):

2.2. — Ogni omomorfismo / :  S2 S2, essendo S2 ed S2 piani affini qual- 
siansi, risulta un isomorfismo.

Dimostrazione. -  Infatti, denotati con S2 ed S2 i piani proiettivi ottenuti 
da S2 ed S2 rispettivam ente, aggiungendovi le rette all’infinito r  ed r r,

(4) Si noti che, in questo caso, il simbolo U è usato in senso insiemistico.
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talché S2 — S 2 U ^  e S2 — S2 U ^ ', consideriamo l’applicazione g  : S2 -> S2 così 
definita:

=  / ( P ) ,  se P e S 2

^ ( p ) = f ( s ) n r ' ,  se P =  r  n  s, essendo s una re tta  arb itraria
f di S2, cioè se P € S2 —  S2.

D im ostriam o ora che g  (P) non dipende che da P: basta far vedere che
com unque si prendano due rette parallele r± ed r2 in S2, le loro im magini

/ (r i) e f ( r2)> in  /  (cfr. 2 .1) o coincidono o sono parallele.
Infatti, se / (rx) e / ( r 2) fossero incidenti in un punto Q ', scelto su f  (r{) 

un  punto  P '= j=Q ', e denotati rispettivam ente con P e Q due punti di S2 tali 
che P e q  e / (  P) =  P ', Q E r 2 e /  (Q) =  Q \  la re tta  P U Q  di S2, incidente 
alla re tta  rx (in P), avrebbe come im m agine in /  la re tta  / ( r x). M a allora, 
fissata com unque in S2 una re tta  sf- parallela a /  (rx), una qualunque re tta  j  
di S2 tale che /  (s) =  s', dovrebbe risultare, com ’è subito visto, parallela 
sia alla re tta  r± che alla re tta  P (J Q, il che è assurdo.

È chiaro inoltre che g  : S2 -> S2 porta  punti allineati di S2 in punti alli
neati di S2.

M ostriam o infine che g  è u n ’applicazione suriettiva: all’uopo basta p ro
vare^ che ogni punto  Q ' e r '  proviene, tram ite  la g*1, da alm eno un punto
Q e S 2.

Infatti, fissato ad arbitrio  un punto Q ' er '  e scelta una re tta  s' di 
S2 avente Q ' come punto all’infinito, consideriamo, com’è certam ente possi
bile, una re tta  i* di S2 tale che /  (s) =  s'\ si ha allora che g ( r n  s) =  Q ' e 
quindi g  è suriettiva.

Ne segue che g  : S2 -> S2 è un omomorfismo tra  piani proiettivi, e per 
di più, tale che g~x (rf) =  r: pertanto , in v irtù  del lemma, g  è un  isomorfismo 
e allora /  : S2 S2 risulta chiaram ente un isomorfismo.

3. -  A l c u n e  c a r a t t e r iz z a z io n i d e g l i iso m o r fism i

TRA PIANI PROIETTIVI 

Dim ostriam o la seguente proposizione:

3 • ~ Sta f  : S2 -> S2 un omomorfismo tra due piani proiettivi qualsiansi.
Le seguenti affermazioni sono allora tra loro equivalenti'.

(a) f  risulta un isomorfismo',
ih) f  muta rette distinte di S2 in rette distinte d i S2 ;
(c) esiste un punto P' e S2 tale che f ~ x (P') == P e S2;
(d) esiste una retta r' C S2 tale che (rf) — r  C S2;
(e) esistono un punto  P' 6  S2 e una retta r C S2 tali che Z " 1 (P^C r;
( / )  esistono un punto  P' e S2 e una retta r C S2 tali che (P') n  

D f  =  P eS 2.



[ 133] PAOLO M aroscia , Sugli omomorfismi fra spazi affini o proiettivi 247

Dimostrazione. -  È ben noto che (a) im plica (b), (c), (d)} (e), ( / ) .
Proviam o che (fi) im plica (a). Invero, se /  m uta rette distinte di S2 in 

rette distinte di S2, allora (cfr. 2 . 1 ) /  induce una corrispondenza biunivoca 
tra  le rette di S2 e le rette di S2 e quindi, in virtù del principio di dualità, 

/  risu lta un isomorfismo.
A bbiam o già visto (cfr. il lem m a del num ero precedente) che (d) im plica 

(a): ebbene, dualm ente, si ha che (c) im plica (a).
Proviam o ora che (e) im plica (fi). In fatti, se esistessero due punti distinti 

Pi e P2 di r tali che / (Pi) = / ( P2) — P ', allora, detta rx la re tta  generica del 
fascio di centro P i, o si avrebbe in ogni caso: f  (rfi) =  f  (fi), il che è m anife
stam ente assurdo, oppure <5) esisterebbe almeno una re tta  r± per P x tale che 
f  (r±) — f r =^=f (f); m a in ta l caso, fissata com unque una re tta  r2 passante 
per P2 e d istin ta da r, si avrebbe: f  (r2) — f ',  da cui: /  (S2) = /  (f) (J r ', il 
che è contro le ipotesi, essendo S2 non degenere.

M ostriam o infine che ( / )  im plica (c). Infatti, se esistesse un punto P € r 
tale che /  (P) =  P ', allora ogni re tta  di S2 passante per P e d istin ta dalla 
re tta  PP avrebbe come im m agine, nella / ,  la re tta  f  (fi) (in virtù  dell’ipotesi: 

/  1 (P ') n  f  =  P), e quindi /  (S2) = f ( f )  U / ( P P ) ,  il che è assurdo, poiché 
S2 è non degenere.

4. -  Su g l i o m o m o r fism i t r a  spa z i a f f in i  o p r o ie t t iv i

DI DIMENSIONI >  2

Definizione. -  D ati due spazi affini (o proiettivi <7>) S ed S ' di dim en
sioni >  2, chiam erem o semicollineazione generalizzata suriettiva (cfr. [2, n. 18]) 
o anche omomorfismo da S a S r, ogni applicazione suriettiva /  : S -> S ' 
tale che terne di punti allineati di S abbiano per im magini terne di punti 
allineati di S ' (eventualm ente coincidenti).

D irem o poi che /  è una collineazione o anche un isomorfismo, tra  S e S', 
se, e soltanto se, fi  è inietti va.

P rem ettiam o il seguente:

Lem m a. — Sta f :  Sr —>Si, un omomorfismo tra due spazi proiettivi (ajfint) 
qualsiansi Sr ed S), con r  >  2.

Allora:

a) /  muta ogni spazio subordinato S* di Sr in uno spazio subordinato 
Sh di S 'r , cioè. /  (S*) =  Si C S n  con o <  h <  r;

b) la restrizione (di / )  /  : S* -^  /(S ^ ) , con h >  2, risulta un omo
morfismo e

(5) È chiaro che, a priori, non vi sono altre eventualità.
(6) Per la definizione di spazio alfine cfr. [io, p. 215].
(7) Per la definizione di spazio proiettivo (o spazio grafico irriducibile) cfr. [8, p. 102].
(8) Per la definizione di omomorfismo tra spazi di dim. >  2, cfr. anche [7].

19. — RENDICONTI 1970, Vol. XLIX, fase. 5.
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Dimostrazione. -  Proviam o innanzitutto  che /  m uta ogni re tta  di S su 
una re tta  di S '.

Infatti, se esistesse una re tta  Si di Sr tale che /  (Si) C Si (C  S)), allora, 
scelto (com ’è chiaram ente possibile) un punto P di S  ̂ tale che /  (P) € S i , il 
piano S2 =  P U Si avrebbe una im magine /  (S2) contenuta propriam ente nel 
piano S2 =  /  (P) U  S i . È chiaro che u n ’analoga argom entazione potrebbe 
venire itera ta  fino ad avere una relazione del tipo: / ( S r) C S ) , il che è con
tro le ipotesi.

Proviam o ora che, com unque si prenda uno spazio subordinato S* di Sr , 
con h >  2, f  ($À) risu lta  uno spazio subordinato di S): all’uopo occorre m o
strare che, se P ' e Q ' sono due punti arb itrari e distinti di / ( Sfi), ogni punto X ' 
allineato con P ' e Q ' appartiene a / ( S Ä).

Infatti, fissati com unque in Sr due punti P e Q tali che / ( P) =  P ' e 
/  (Q) =  Q ', è chiaro che la re tta  PQ (C  Sfi  ha come im magine, nella / ,  la 
re tta  P ' Q ', per quanto  sopra dim ostrato, e quindi X ' e / ( Sfi.

Allora, una catena di r  spazi subordinati di Sr del tipo:

Si C S2 C • • • C Sr_! C Sr 

viene m u ta ta  da /  in una catena di r  spazi subordinati di S):

s i  = / ( S i )  C / ( S 2) c  • • • c /  (sr_i) c  s ; .

M a, poiché nella catena iniziale le inclusioni sono proprie e inoltre, per 
ipotesi, dim  S =  dim  S ' =  r, è chiaro che valgono le seguenti relazioni:

dim  [ / ( S*)] =  h (h =  i , 2 , • • ., r).

Pertan to  l’affermazione a) è com pletam ente dim ostrata; per concludere, 
basta  osservare che la restrizione (di / )  /  : S* - > /  (SA) porta  chiaram ente 
terne di punti allineati di S^ in terne di punti allineati di / ( SÄ), e quindi f  
risu lta un  omomorfismo.

Siam o ora in grado di dim ostrare sull’argomento i risultati cui abbiam o 
accennato nell’Introduzione.

4 .1 . -  Ogni omomorfismo f  : Sr -> S) tra due spazi proiettivi fin iti  Sr 
ed S'r \di ordini <9> rispettivi q e f i  {con r ' > ^ e q , f i ' > 2) è u n  isomorfismo.

Dimostrazione. -  Infatti, fissato com unque in Sr un piano S2, ,̂ la restri
zione (di / )  fi : S2j, - + f ( ß 2ig) =  S2j?/ , risulta un omomorfismo, in virtù  del 
lem m a precedente; m a allora f i  è necessariam ente un isomorfismo (cfr. ad 
esempio [3, teor. 2 .1 ]) e quindi si ha: q =  f i , da cui: | Sr,* | =  | S ^ /1 , epper- 
tan to  /  è un isomorfismo.

4.2. -  Ogni omomorfismo /  : Sr -> S) tra due spazi affini Sr ed S) qual- 
siansip con r  >  3, è un isomorfismo.

(9) Per la definizione di ordine di uno spazio proiettivo finito cfr. [9; n. 98, n. Ai], 
[io, p. 217].



[ i 3S] Paolo Marosoîa , Sugli omomorfismi fra  spazi affini o proiettivi 249

Dimostrazione. -  In fatti, com unque si prenda in Sr un piano S2, la restri
zione ( d i / )  f i  : S2 - > / ( S2) =  S2 è ancora un  omomorfismo, in v irtù  del lem m a 
precedente; m a allora f  è un  isomorfismo (cfr. [4]) e q u in d i /  m uta rette distinte 
e com planari di Sr in rette distinte e com planari di S).

Ne segue che /  : Sr -> è iniettiva. Infatti, se per assurdo esistessero 
due punti distinti Pi e P2 di Sr tali che /  (Pi) =  / ( P2) =  P ', allora, considerato 
in Sr un punto P tale che / (P) = j=  P ' e P € Pi P2 (10), le rette P P i e PP2 avreb
bero ciascuna come im magine, nella / ,  la re tta  P ' U / ( P )  (cfr. 2.1); m a ciò 
contraddice quanto  abbiam o dim ostrato sopra.

D unque /  : Sr -> S) è un  isomorfismo.

B ib l io g r a f ia

[1] F. Bartolozzi, Alcune considerazioni relative agli omomorfismi tra piani proiettivi, 
« Rend. Acc. Naz. Lincei», (8), 45, 478-484 (1968).

[2] P. V. Ceccherini, Collineazioni e semicollineazioni tra spazi affini o proiettivi, « Rend. 
Mat. e Appi. », (5), 26 (1967).

[3] V. CORBAS, Omomorfismi tra piani proiettivi, I, « Rend. Mat. e Appi. » (5), 23 (1964).
[4] V. CORBAS, La non esistenza di omomorfismi propri tra piani affini, « Rend. Mat. e Appi. »,

(5), 24 (1965).
[5] P. Dembowski, Homomorphismen von \-Ebenen, «Arch. Math.», io , 46-50 (1959).
[6] D. R. HUGHES, On homomorphisms of projective planes, «Combinatorial Analysis Proc. 

of Symp. in Applied Math. », 10, 45-52 (i960).
[7] W. Klingenberg, Projective Geometrien mit Homomorphismus, «Math. Ann.», 132, 

180-200 (1956).
[8] B. Segre, Lezioni di geometria moderna. -  Vol. I: Fondamenti di geometria sopra un 

corpo qualsiasi. Bologna, Zanichelli, 1948.
[9] B. SEGRE, Lectures on modem geometry (con appendice di L. Lombardo' Radice), « Edi

zioni Cremonese», Roma 1961.
[io] B. Segre, Istituzioni di geometria superiore (a. a. 1963-64). Lezioni raccolte da P. V. 

Ceccherini [3 voli, mimeogr.]. Roma Istituto Matematico « G. Castelnuovo » (1965). 
Vol. I I \ Spazi proiettivi.

(io) Si noti che un punto P siffatto esiste certamente in Sr , in virtù del lemma sopra 
dimostrato.


