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Meccanica. — Swz parametr: ellittici delle orbite osculatrici nel
problema dei due corpi di massa variabile . Nota 7 di ANNA MAaRrIsa
MEeRrRrI ManaRINI, presentata dal Socio D. GRrAFFI.

SUMMARY. — By means of the adiabatic invariants theory we investigate the behaviour
of the elliptic parameters in the problem of the two bodies with slowly variable mass.

La letteratura sul problema dei due corpi di massa variabile & molto
vasta e non ¢ certo il caso di citarla in modo completo nel presente lavoro.
Ci limiteremo solo a ricordare che, nel caso astronomico, la variazione di
massa ¢, in generale, estremamente lenta e graduale, per cui ¢ lecito applicare
la teoria degli invarianti adiabatici e le considerazioni che ad essa si collegano.

I principali risultati che se ne deducono (vedi bibliografia) possono essere
riassunti nel modo seguente. Detto B il prodotto fra la massa complessiva
dei due corpi e la costante di gravitazione e assunto 4 = B/B dell’ordine
di e (si potrebbe rendere 4 adimensionale sostituendo al tempo siderale # un
tempo adimensionale # = #/t9, dove 79 ¢ il periodo dell’orbita osculatrice
all’istante iniziale M), la teoria degli invarianti adiabatici porta anzitutto
al risultato che in un intervallo di tempo dell’ordine di 1/e e a meno di termini
dellordine di & I'eccentricitd dell’orbita osculatrice & costante, mentre il
semiasse maggiore risulta inversamente proporzionale a B.

E poi del tutto ovvio che, essendo il piano dell’orbita fisso, I'inclinazione
dell’orbita e la longitudine del nodo ascendente sono rigorosamente costanti.
Non mi risulta invece siano state fatte ricerche sul modo di variare dei
rimanenti due parametri ellittici (che, insieme ai precedenti, individuano
Porbita osculatrice), cio¢ 'epoca del passaggio al perielio e la longitudine del
perielio, salvo un teorema di Lehmann-Filhés di cui dird piti avanti.
 In questa Nota, valendomi di recenti risultati sugli invarianti adiabatici,
ho anzitutto provato che, a meno di termini dell’ordine di &2, ’eccentricith
¢ una funzione dell’anomalia eccentrica che assume sempre lo stesso valore
al perielio e all’afelio.

Lo stesso risultato, come ¢ noto, vale in modo rigoroso nel caso in cui la
legge di variazione delle masse sia quella di Jeans—Eddington; qui invece
& stato ottenuto per qualsiasi legge di variazione, salvo naturalmente termini
dell’ordine di €2.

Ho poi determinato, a meno di termini dell’ordine di ¢, 'epoca del
passaggio al perielio per l'orbita osculatrice nel generico istante #, nonché la

(¥) Lavoro eseguito nell’ambito del Contratto di Ricerca n. § del C.N.R., n. 115.2210.

(¥*) Pervenuta all’Accademia il 22 settembre 1970.

(1) Per orbita osculatrice all’istante ¢ si intende l’orbita percorsa da un corpo rispetto
all’altro qualora all’istante # la massa cessasse di variare.
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successione degli istanti per cui, nel moto vero, un corpo si trova a distanza
minima dall’altro (successivi passaggi al perielio).

Infine ho dimostrato che, sempre in un intervallo di tempo dell’ordine
di 1/e, la longitudine del perielio rimane costante a meno di termini dell’ordine
di . Viene cosi ritrovata in maniera forse pil rigorosa e per qualunque legge
di variazione delle masse tale proprietd, enunciata da Lehmann-Filhés ®
nel caso di variazione lineare e in un breve intervallo di tempo.

1. Consideriamo due corpi puntiformi O e P, rispettivamente di massa
M e 7, la cui somma sia variabile nel tempo in modo estremamente lento
e graduale, come meglio preciseremo pill innanzi. Detti » la distanza dei due
pimti, C la costante delle aree, £ la costante di gravitazione, I’Hamiltoniana
del moto di P relativo ad una terna O (X, Y, Z) di origine in O ed assi diretti
verso stelle fisse ha, come ¢ ben noto, la seguente espressione:

Cc2 B

2
He,p,B)=2 4 5 — >
dove si & posto:
p=r , B=2M + m).

Posto inoltre per semplicith B (f) = e*® e assunto 4 dell'ordine di e,
supponiamo siano verificate tutte le condizioni del paragrafo 2 della Nota
[14] @, le quali assicurano che, in un intervallo di tempo dell’ordine di 1/,
il moto tangente risulta periodico e lintegrale di Bohr-Sommerfeld risulta
costante a meno di termini dell’ordine di e. In particolare deve essere, adot-
tando lo stesso simbolismo:

() =02 , b)) =0(@).

Eseguendo la trasformazione canonica dalle variabili » e p alle nuove
variabili coniugate w e J, con

]=2nC+j;pdr=2VT;_B , A=—2H,

le equazioni di Hamilton nelle nuove variabili risultano:
: s 9V . 1 s oV .
==t » =g tbgp,
dove V ¢ la derivata della funzione generatrice della trasformazione canonica
rispetto al parametro & (tenendo costanti le variabili J e #) e 7 (£) & il periodo

del moto tangente all’istante 2

(2) LEHMANN-FILHES, Ueber Centralbewegungen, « Astr. Nachrichten », 5. I45,1n.3479-80
(1898). ,
(3) I numeri fra parentesi quadre si riferiscono alla bibliografia.



210 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLIX - Ferie 1970 [112]

Detti @ (#) ed e (¢) rispettivamente il semiasse maggiore e l'eccentricita
dell’orbita osculatrice all’istante ¢ e posto

(1) r=a(l—e cos u),

risulta (vedi Nota [13]):

(2) w:—z—%(u—e sen ),

(3) V= “ZJ% sen u

4) 2 = I—ﬂ;zgz- ,k 4277{% ) T = 4.,:;332
Ricordiamo inoltre che é:

®) p=r=VA I ==

per cui il perielio e I’afelio si hanno quando & sen # = o (precisamente, la
distanza » & minima per # = 2#n ed & massima per z = (2% -+ 1) 7).

Supponendo per semplicita che per # = o0 sia # = o (ipotesi del resto
non restrittiva perché equivale a contare il tempo dall’epoca di un passaggio
al perielio), le formule (13), (14) e (37) della Nota [14] si semplificano 4
e, per quanto ivi ¢ dimostrato, potremo scrivere:

(6) J@=Jo—8&tV () +0 )

™) wO= [y +0O =2 [Ba 0.
0

0 .

2. Cominciamo col dimostrare la proprieta relativa all’eccentricita enun-
ciata nell'introduzione. '

Sostituendo la (3) nella (6) ed osservando che, essendo I’eccentricita
funzione solo di J, si ha:

Je = Joeo + O (e),

otterremo:
(8) ](l‘)=10—5%_]060 sen u# + O (2).
Essendo poi:
de  1—e?
(IR O

(4) Osserviamo che nella Nota [14] J1 non & altro, a meno di termini dell’ordine di €2,
che il valore assunto da J quando P si trova al perielio o all’afelio.



[113] A. M. MERRI MANARINL, Sui parametri ellittici delle orbite osculatrici, ecc. 211

dalla (8) si avra infine:
(9) e(z‘)zeo——b.—;;(l—eg) sen % + O (£2),

conformemente a quanto si ¢ detto nell’introduzione ®,

Vogliamo ora determinare I’epoca del passaggio al perielio per orbita
osculatrice all’istante #, che indicheremo con T (#). Per I’equazione di Keplero,
sara:

u—e sen u :21—” [t—T )]

e quindi, per la (2):
TO=t—7rw ().

Ricordando la (7) potremo allora scrivere:

‘
B2ds

T@=t—L08 ___ L0@.
BBy

Osserviamo che se # ¢ molto grande, non ¢ lecito sostituire nell’espressione
precedente Jo al posto di J. Tuttavia, essendo:

L= b= O (e
5 =1—3b——e sen u + O (?),

s
sara invece sempre possibile scrivere:
t ‘l
[B2as ' [ Be s
(10) T(t)—l——6—~—+3—é lg—e sen u6——+0(e)
- B2 (7) Bz 8m® 0 B2 (7) ’

dove evidentemente il penultimo termine sard anch’esso dell’ordine di ¢
finché # non & molto grande ed & rigorosamente nullo per sen % = o
(passaggio al perielio o all’afelio).

Se ad esempio si ammette che valga per la massa la legge di variazione
di Eddington—Jeans B = — /B3, con f costante molto piccola, con semplici
passaggi si’ ottiene:

o log (1 + 2/B2%) I3 log (1 + 2/B2%)
T@EH=1¢t— —wzf—BZ(t)o— — % —E%eo sen # —Fz(t)—o + O (&).

Determiniamo ora l'istante dell’ennesimo passaggio al perielio, che indi-
cheremo con #,. Poiché # ¢ funzione sempre crescente del tempo, sard

(5) Osserviamo che, per la (2) e la (7) # & facilmente ottenibile in funzione del tempo
a meno di termini dell’ordine di ¢ ed & inoltre funzione sempre crescente del tempo (vedi
Nota [6], formula (6), da cui risulta # > o).
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u(t,)=27n e quindi, per la (2), w (%) =n. Per la (7) si avrd allora:

tn

(11) /.%dizn‘ro—}—O(e),

0

da cui, noto B (#), si potra determinare #, a meno di termini dell’ordine di .
Se ad esempio vale la legge di Eddington-Jeans, si ottiene con semplici
passaggi:
' 2/Bp v,
€ —1I
t,=———— +0().
" 2/B] tO®

Resta ora da considerare la longitudine del perielio dell’orbita oscula-
trice all’istante #, ossia I’angolo o (#) che I'asse maggiore di tale orbita, che
indicheremo con x, forma con I’asse nodale (intersezione del piano XY col
piano fisso dell’orbita).

Detto x, 'asse maggiore dell’orbita osculatrice all’istante # = o e %o
I'angolo fra x, e 'asse nodale, si avri:

(12) P () =19+ @,

dove o (#) & I'angolo fra x e xp, nullo quindi per # = o.
E facile mostrare che « () & dell’ordine di e. Infatti per una nota
equazione dell’Armellini ® si ha:

. b
W= -——sen v

dove v (#) ¢ I'anomalia vera per l'orbita osculatrice all'istante ¢ (angolo fra
P—O e x). Sara quindi:

¢

(13) o @)= '—~ésenvdz‘.
)

Ricordando che, essendo » = C?/B (1 + ¢ cos v), il legame fra I’anomalia
vera v e I'anomalia eccentrica # per la (1) & il seguente:
Coszt—e¢

. . !
COS ¥ = ——— e quindi sen v =J1 — ¢2
I—ecosu

s€n %
I-—ecosu

dalla (5) si ottiene:

C
senv—yp.

(6) Confr. G. ARMELLINI, Sopra la variazione delleccentricita nel problema dei due
corpt di masse wariabili, « Rend. Lincei», fasc. 11 (1926).
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Sostituendo nella (13) ed integrando per parti, si ha:

¢ ¢
" éc ér 1 d (b
w(t):_—j iBgzrd;‘:—C[B—;]O—I—Cfrﬁz*<~gg—z>dz‘:O(s)
0 0

. . d by . .
come si ottiene osservando che a4 <B€2> ¢ dell’ordine di €2.

Per la (12) possiamo quindi concludere che, a meno di termini dell’ordine
di ¢, la longitudine del perielio rimane costante.
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