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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Ferie igyo (Settembre-Ottobre)
(Ogni Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo o di presentazione)

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofìsica)

A nalisi m atem atica. —  Solutions presque périodiques d ’une équa­
tion et d ’une inéquation parabolique avec terme de retard non linéaire. 
N o ta  III di M arco B i r o l i (#), p resen ta ta  dal Corrisp. L. A m e r io .

R ia s s u n t o .  — Si dimostra il Teorema II enunciato nella Nota I).

Pour démontrer le Théorème II nous procédons par pénalisation.
Le procédé utilisé dans cet paragraphe est le même, que l’A. a utilisé 

dans (i).
Soit J : V ->V * l’application de dualité telle que

(Ju , u) =  J u II2

Indiquons par Pk u la projection de u sur K; nous écrivons

ßu =  J (u — Pk u)
Considérons l’équation

Ci-1) u ' (t) +  00 +  0 (I u ( t — t) I ) u (t) +  — ß (u 09)

Pour le Théorème I nous pouvons affirmer qu’il y a au moins une solution 
uË(t) de ( i . i ) telle que

î

j  II (t +  7)) J2 dy) <  Cl

(*) Istituto matematico del Politecnico di Milano — Lavoro eseguito usufruendo di 
una borsa di studio del C.N.R. presso l’Università di Parigi.

(**) Nella seduta del 13 giugno 1970.

(1.2)

(i-3)

13. — RENDICONTI 1970, Vol. XLIX, fase. 3-4.
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(1.4) Va G R

I u z ( t  +  a) — u & ( t )  I <  ç M  (a)
1

j  ! u£ ( t  +  a +  7]) — u z ( t  +  73) f  dv) <  9 (M (a)).
0

De (1.2) on déduit qu’on peut exstraire de { u e (/)} une sous-suite, que nous 
indiquons encore par {ue (/)}, telle que

(1.5) lim** u e ( t )  =  u  Çt) dans L°° (R ; H).
£->0

De (1.3) on a, qu’on peut supposer, sans perdre de généralité.

(1.6) lim** uz (t) =  u (t) dans S2 (V).
£->0

De (1.4) (1.5) (ï.6) on peut affirmer que u (f) est presque périodique dans 
H et S2 -  presque périodique dans V.

Démontrons que u (t) € K p.p.
Soient fa et fa fixés sur l’axe réel, fa<fa.

On a
t%

-7  J  (ß^e 00 , Uz (£)) à t <  — {  I UE {h )  I2 +  I Ue (ti)  I2}
tx

t»

, uz (t)) dt  +  j  ( \ u e ( t — t )  I) I ue (t) |2 dt

2̂
+  j  { / ( t )  , u& (t)) d t

tx

On a alors

(i-7)

donc

, uz (;t)) dt  — o ;

(1.8)

De (1.8) on a

—  P k  uz (it) f  d t  = o

lim $uz (t) — o dans L2 (fa , fa ; V*)
S->0

De (1.7) et (1.9) on a, (2),

ßu (it) =  o p.p. dans (fa , fa) ;



[79] Marco B iro li, Solutions presque périodiques d'une équation, ece. 177

donc

u ( t ) e  K  p.p. dans ( h , t2).

Pour la généralité de h  et t2 on a alors la thèse.
Observons que de (1.3) on déduit que { uE ( t )} est bornée dans 

L2 ( t i , t2 ; V); de (1.4) on déduit en outre que ( u s (i)}  sont equicontinues 
dans H.

Nous pouvons alors, [1], supposer sans perdre de généralité

(i-io) lim uE (i() =  u (t) dans L°°(/i, t2 ; H)
£-»0

(i-i O lim* us (t) =  u (t) dans L2 (h , t2 ; H).
£—>■0

Soit m aintenant

V (t) e {v if) I v ( t ) e  L2 (h , h \ V ) , v '  (t) e L2 ( h , t2 ; V*) 

v (t) G K p.p. dans (t± , t%) }

On a

dont

fiv (t) — o p.p. dans ( t i , t£)

<ß ŝ (it) , v ( t )  —  uE (t)) < ( $ v ( t ) , v  (t) —  uE (t)) =

On a

C1-12) j  {(*>'(?),*>(?) —  «.(#)) +  <A«e (V) , » (f) — «e(0> —
A

*2
— ( f f )  , v( t )  — us {t))} dt >  j ( v ' (t) — uE (t) , v (i) — u (t)) dt  +

ti

*2 t2
+  —J(ßUs (f) , Uz (t) — V (i) > di >  j  (v' (t) — uE (,t) , v ( t )  — uz (i)) d t >

> ~ { \ v ( i 2) — us (t2) I2 — \ v  ( i l )-- Ue (h) I2}.

De fi. 11). on a

2̂ t2
( ï -l 3) lim j  (v' (t) , v (t) us (t)) dt =  j  (v ' (t) , v ( t )  — u (i)) d t

H t2

(ï-H ) lini J  ( f ( f )  <v (t) —  u* if)) &  =  J  ( f ( t )  , v ( f )  —  u (t)) d t.
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De (1.10) on a
2̂

(1.15) lim I ^ ( I ue (t — t )  I ) (ue (i) , v (i) — uz (t)> dt =
£-^0 J

h
ti

=  J  <K | « (f — T) I) (u (t) . V — di
h

(1.16) lim
8—̂0

v (Ì2) - -  ue (h) 2 - 1 v (fi) — u (i2) |2

(1-17) lim
8~>0 1 v 0 0  - -  ue (i{) 2 = 1 v (ii) — u (il) 2.

Démontrons m aintenant que
u 12

lim inf j  ( A u e (t) , uz (t) — v (t)) àt >  j  (A;u  (t) , u (f) — v (f) ) d t.

Observons que, [1], supposé ^  (/1) 6 V, la fonction u (f) peut être approché 
dans ( t i , t%) par une suite {un (f)} telle que

(1.18) un (f) £ K p.p. dans ( t i , ti)

Un (il) =  u (il)

u„ (t) 6 L2 ( i l , t% ; H)

u„ (i) e L2 (h , ti ; V)

lim un (t) =  u (t) in L°°(/i , h  ; H)

(1.19)

(1.20)

(1.21) 

(1.22;

(ï -23) lim u„ (t) =  u (t) in L2 ( t i , t2 ; V)

(1.24)

De (1.23) on a

max lim j ( un (t) , un (t) — u {t) ) dt <  o.
«->00 J

h

*2 *2

lim (A  uz {t) > Ue (t) — Un (t)) d t == ( A u e (/) , uz (t) — u (t))
«->oo J J

d t

uniformément pour z. 
On a alors

*2

max lim max lim (A uz (t) , uz (t) -— (V)) d/ =
n - >  0 0  8->0 J

*1
/a

m ax lim m ax lim (A u s (t) , ue (t) — un (t)) di =
«->oo J£—>0

— ma x lim ( A ^8 (/) , uz {t) — u (t)) d t .
e->0 J
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On a alors
h

(1-25) max lim j ( A u z (f) , uz (t) — u (ff) dt =
e -» 0  J  

h

=  max lim
h

max lim ( A u z (f) , uz (f) — un (ff) dt <«—>00 £->0 J
h

<  max lim
n —^ 0 0

t2
max lim { (un (f) , un (f) -

8->0 J
— uz (ff) +

+  4* (I «8 ( t —  t)  I) (ue (Y) , un (t) —  u& , un (t) — ue ( t ) ) }à t  =
*2

=  max lim { ( un (t) , un (t) — u( f ) )  +
n - > o o  J 

O

+  <K I u { t — t) I ) ( u  (t) , un (t) — U (t)) — </(*)■, un (t) — U (itf) } dt <  o.

Considérons Topérateur A u (t) =  A (u (/)); cet opérateur est monotone, borné, 
hémicontinu de L2 (h , ti ; V) dans L2 (t± , h  ; V*); alors, [2], on a

h  h

(1*26) J  (A ^ (t) 9u(t)  — v (t)) dt <  lim inf j  ( A u s (t) , uz (f) — v (t)) dt.
h  t\

De (1.13) (1.14) (1.15) (1.16) (1.17) (1.26) on a

j  {(v' 00 >v 00 — u (0)> +  (Au 00 >v(f) — u 00) +
h

+  + ( I u ( t —  9  I ) < « (0 . v 00 — u (t)) — </(*) , v ( t )  —  u (,t)> } cl t>

>. — { I v iti) — u (h) |2 — \v  (ih) — u (11)  |2 }.

La thèse est ainsi démontré.
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