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Geometria differenziale. — (na osservazione sulle connessions
lensoriali di specie qualungue ®. Nota di Craupio Di CoMmITk,
presentata dal Socio E. Bompiani.

SUMMARY. — It is proved that a tensor connection of type (7,s) defines also a
covariant differentiation for tensor fields of type (74 + $¢ ,$p +7g) where p,¢ are non-
negative arbitrary integers.

1. — La nozione di connessione tensoriale (per tensori doppi controvarianti
e covarianti) su una varietd differenziabile V di classe C* e di dimensione 7
¢ stata introdotta da E. Bompiani in [2]. Delle' connessioni tensoriali (per
tensori doppi controvarianti e covarianti e per tensori di specie qualunque)
si sono occupati in seguito diversi autori in parecchi lavori, i principali dei
quali sono riportati nella bibliografia finale.

In questo lavoro si prova che, assegnata su V una connessione tensoriale I’
di specie (7, s), resta definita, per ogni campo vettoriale differenziabile X
su V, la derivazione covariante Vx non solo per i campi tensoriali di specie
(7, ), ma anche per campi tensoriali di specie (rp + $q,8p +rg),conpe g

y sy R s

interi arbitrari non negativi. Piti precisamente, detti R , F,%,2; ‘3'<= é;oq'r)
ris—
rispettivamente il campo dei reali, l'algebra su R delle funzioni differen-
ziabili su V, I'§-modulo dei campi vettoriali differenziabili su VvV, I'g-
modulo dei campi tensoriali differenziabili di specie (»,s) su V, lalgebra
su R dei campi tensoriali differenziabili su V, si prova che, assegnata su V
una connessione tensoriale di specie (r,s), la derivazione covariante Vx,

per ogni X €X, ¢ definita nella sottoalgebra @ T4 dell’algebra T e gode
2,9=0
di proprieta analoghe a quelle della derivazione covariante (definita in )

rispetto ad una connessione (vettoriale) lineare su V.

2. — Siano 7 ed s due interi tali che » + s> 1, detto N linsieme dei
numeri naturali e posto 3= @ ‘I?ﬁiﬁ, si verifica facilmente che 3} &
una sottoalgebra di & @, (# € N

Si consideri un intorno coordinato U nel quale sia definito il sistema
coordinato ¢ : p—> (21 (p),- -, 2" (p)) € R”. Indicato con I linsieme dei

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Contratto di Ricerca del C.N.R.
« Geometria, Algebra e Questioni Connesse ».

(*¥) Pervenuta all’Accademia il 16 luglio 1970.

(1) In particolare si ha 8; =X.
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numeri I ,---, 7, si ponga:
o' =¢; , dif=¢, con 7€1;
6@ @6,R1Q @ =k, ® @4 AN @ =
con o= (i1, ++,%,)€l" e B=(s1,--,7) €.
Allora la famiglia

By ... B Uy ... L
(ea,1® ®ea§®gol® ®e(5§>

CONn oy ,v v, 0y, 00,0, P, €17 € Pr, -+, B, 6y 50", 0, €15, ¢ la base naturale
di THE7 (U) associata alla carta (U, ¢) @,
Supposto p>1 e ¢>1, siano 7 e ; due interi tali che 1< i< p,

1<j<g, si indichi con C I'F-omomorfismo di 317 in TEPHEY il

quale associa ad ogni K € 37 con
K% %0106, By oo By Ay ... Qg
(2.1) KU =K ol e ® Def@e® - ®egt,

il campo tensoriale C (K) € T/ 01:¢71 tale che

; G- G; 10 0z i1, 00, 1B Ojyq, B o

CEIU = Kﬁi"'ﬁz—iﬁ Biii"‘ﬁ;’ Qi"‘@j‘—i ° Qj:i"‘QZ e_“i® o ®e‘fz ’
per ogni carta (U, ¢). In altre parole, C associa a K il campo tensoriale che
si ottiene da K saturando ordinatamente gli indici di controvarianza di posto
(r (¢ — 1) + 1)~esimo , - - -, (7i)~esimo, (7p + s(j—1) + 1)-esimo, - - -, (#p -+ 57)—
esimo con gli indici di covarianza di posto (sp + 7 (7 — 1) -+ 1)-esimo, - -
<o+, (sp +r7)—esimo, (s (?— 1) + 1)-esimo ,- - -, (s¢)~esimo. C si chiamera
contrazione di tipo (p,q,17,7).

Definizione 1. — Si dird derivazione di 3; ogni R-endomorfismo D di 3,
verificante le seguenti condizioni:

@ D@35HCTyng, VY (p,9) €N
(b)) D(H®K) = DH)®K 4+ H®(DK), VH, K € 37;
() D(C(K)) = C(DK), per ogni contrazione C di tipo (p,q,7,)

. .*,
e per ogni K € 35157,

Detto €} I'insieme delle derivazioni di 3%, ¥F resta munito canonicamente
di una struttura di F-modulo e di una struttura di algebra di Lie su R.

Analogamente a cid che avviene per le derivazioni di € (cfr. [19], p. 30),
si ha che:

PROPOSIZIONE 1. — Se D1 e Do sono due derivazioni di 3, tali che
Di|F =Dz |F e Di| X = D2 | ¥, allora risulta Dy = D.

(2) Se risulta » =0 o s = o1 simboli precedenti vanno modificati in modo ovvio; cosi,
Lo . 8 h . o 8, J 7
se ¢ 7 = 0, in luogo del simbolo ¢, ad esempio, bisogna usare il simbolo ¢’ (= ¢/1®)- - - ® ’s).
La stessa avvertenza vale per il seguito.
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La dimostrazione, analoga a quella relativa alle derivazioni di & (cfr. [19],
p. 30), si omette.

Osservazione. — Si noti che, in particolare, la Def. 1 di derivazione di
1 . . . . . . . . . .
30 (= %) coincide con l'ordinaria definizione di derivazione di £ (cfr. [10],
P- 30)-

3. — Si ricorderd anzitutto una definizione di connessione tensoriale di
specie (r,s) su V utile per il seguito:

Definizione 1. — Sia V : X—Vx un F—omomorfismo di X nell’§F-modulo
degli R—endomorfismi di 2} tale che

(3.1) Vx (fK) = fVx K+ X (F)K , VfeF , VXeX e VKedl;

si dice allora che V definisce una comnnessione tensoriale U di specie (v, s) su V;
per ogni X € X,Vx si chiama la derivazione covariante in direzione di X,
rispetto a I

Indicato con Homg (X, ®;) I'§-modulo degli F-omomorfismi di X in
D5, si proverd che:

PROPOSIZIONE 1. — Sia V : X — Vx un elemento di Homg (X , ®5) tale che
(3.2) Vsf=X(f) , Vfe€F e VXex,

allora NV definisce una connessione tensoviale di specie (r,s) su V.
Infatti, indicato con V:X—Vx I'§—omomorfismo di ¥ nell’§-modulo
degli R—endomorfismi di Z; definito da
vxK =VxK , VXeX e VKea’,

si ha subito che V verifica la (3.1) e quindi definisce una connessione tenso-
riale di specie (r,s) su V.
Si prova che:

PROPOSIZIONE 2. — Sia V wun elemento di Homg (X, ®F) vertficante la
(3.2) ¢ sia U wun aperto non vuoto di V, esiste allora un unico elemento
Vu € Homgw, (¥ (U) , D5 (U)) @ tale che

Vo f=X(f) , VfeFU) e VX €x(U),
(Vo)xu (K|U)=(xK)|U , VXeX e VKe3d.

L’operatore %U dicesi indotto su U dall operatore V.

La dimostrazione, analoga a quella della Prop. 4, n. 3 di [15], si omette.

(3) E ovvio il significato dei simboli & (U), % (U),®(U) relativi alla sottovarieth
aperta U.
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Sia V un elemento di ‘Homg (X, D;) verificante la (3. 2) e sia I' la
connessione tensoriale di specie (,s) su V definita da V. Con le notazioni
del n. 1, si ponga.

(6U)ete§: | con t€l,a,pel” e PB,cel.
Le funzioni It sono ovviamente le componenti di I' rispetto ad (U , ).
Si verifica che:

PROPOSIZIONE 3. — Se K é un qualungue campo tensoriale appartenente
a Iyte, con componenti rispetto ad (U , @) date dalla (2.1), per ogni X €¥,

con componenti Xt rispetto ad (U , @), risulta:

(VxK) | U = X* (oK} 2 f/ ot +

Bp €1
F g, "'az'—la @ q1 o0 Oy o0,
—]" E ioﬂ o By—1B Biaq-Bs 010 -
1<7<p i—19 P41 Pp Q1 "y

G; 0 Op-+ 0@y Gy-+-0; _166G;41°:6,\ Pp 0
_ Pt/.s [3...315 ‘..j. ].+.,.0g €, ®"'®36q

150 Y 1o o101 e o 5
Si prova che:

PROPOSIZIONE 4. — Se T ¢ una connessione tensoriale di specie (v, s) su 'V,
esiste un unico VGHom%C , D) verificante la (3.2) il quale definisce T.
La dimostrazione, analoga a quella della Prop. 4, n. 1-di [16], si omette.
Si osservi soltanto che I'unicita di V consegue dalla Prop. 1 del n. I.
Dalle Prop. 1 e 4 segue che:

PROPOSIZIONE 5. — Data una connessione tensoriale di specze (r,s) su
V, resta definita, per ogni X € X, la derivazione covariante Nx in direzione
di X non solo per campi tensoriali di specie (v, s), ma anche per campi tensoriali
di specie (rp -1 sq,sp +rq), con p e g interi non megativi.

Osservazione 1. — Alle stesse conclusioni si pud giungere considerando
una connessione- tensoriale di specie (7, s) su V come una connessione sullo
spazio fibrato principale degli (r, s)-riferimenti di V (cfr. [13]).

Osservazione 2. — Sia V un elemento di Homy (X, ©0) verificante la (3.2)
e, detti ? e g dueinteri tali che p +¢> 1, sia V' : X— Vx I'§—omomorfismo

i ¥ nell’§-modulo degli R—endomorfismi di 37%57 tale che

Vi K=VxK , VXeX e VKedZ?,
si ha allora che V' definisce su V una connessione tensoriale di specie
(rp +sq, SP + 7).

Osservagione 3. — Per r = 1 ed 5 = o le proposizioni precedenti esprimono
delle ben note proprietd delle connessioni (vettoriali) lineari su V.
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