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Matematica. — Sur quelques généralisations par F. Browder
dun principe de contraction de Picard-Banack. Nota @ di Tupor
ZAMFIRESCO, presentata dal Socio G. Scorza DRAGONT.

RIASSUNTO. — Questa Nota riguarda una generalizzazione del ben noto teorema
di contrazione di Picard-Banach impiegando preliminarmente risultati di F. Browder e
R. Cacciopoli.

En 1967 M. Felix Browder a fait publier dans [1] un nombre de
généralisations du bien connu théoréme de Picard-Banach. Voici la premiére
d’entre elles:

Sotent X un espace métrique complet, M un sous—ensemble borné de X,
T une application de M dans M. Supposons qu’il existe une fonction croissante
Y:{o} UR, = R, continue & droite, telle que § (r) <r pour tout r >o et

d(Tx, Ty) < Y (@ (x, )

pour tous x ,y € M (R, étant Iensemble des nombres réels strictement positifs
et d la distance dans X).

Alors: Pour tout x, € M, {T" 2} converge vers un élément £ € X indépen-
dent de xy et d (1" x,,8) < V" (d,), ot dy est le diamétre de M, {" la n—iéme
itérée de ¢ et V" (dy) —o0 (n—> 4+ oo).

L’attention dans cette généralisation a évidemment été dirigée vers la
fonction ¢. Dans la note présente, cette fonction va paraitre sous une forme
encore plus générale. Aussi, nous allons améliorer I'inégalité de contraction
(qui, naturellement, va admettre des dilatations temporaires, suivant l'idée
de Cacciopoli [2]). Puisque nous nous bornerons ici & I’aspect qualitatif du
théoréme, il est bon de rappeler également le théoréme suivant de Rakotch [3]:

Sotent X un espace métrique complet, M un sous—ensemble de X |, T une

application de M dans M. Supposons que pour chagque s > o, il existe § (s) < s
tel que pour x,y €M avec x ==y,

d(Tx, Ty) <4 (d(x, y).

Supposons encore que s~y (s) est décroissante en s pour s >o. Alors pour
tout xy € M, {T" xy} converge dans X.

Le fait que s71 ¢ (s) est décroissante est ici utilisé seulement afin de
prouver que l'orbite de x, est bornée.

Ajoutons maintenant que R, et N désigneront respectivement I’ensemble
des nombres ;réels strictement positifs et celui des nombres naturels et passons
a Pennoncé et a la démonstration de notre principal résultat.

(*) Pervenuta all’Accademia il 21 luglio 1970.
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Soient X un espace métrique complet, M C X, T: M > M wune fo%ctz'on que
nw'est involutive dans aucun pointde M, p,g: M XM —-N,J: R, - R,. 57

max {{ (), lirtn_fup V(Y <r
pour tout r € R et
Pz, y)=p @, Ty)=p(x, ),
g (Tx, ) =g¢x,Ty)=q(x,),
d (TP"7 2, T y) < 4 (d (x , 9)
pour chaque couple de points différents x,y €M (d étant la distance dans X),

alors pour tout x4 € M dont I'orbite est bornée, {'T" xo} converge vers un élément

de X, indépendent de x,.

Démonstration: La fonction ¢: R, — R, definie par

¢ () =lim sup ¢ {s)
I3

—rt s<t
est croissante et continue a droite. Aussi,
b =<e@)<r (reRy).
Soit x € M, d’orbite bornée. Si

A, = sup a,’(zj , Tkx),

Jrk=n

alors, évidemment, la suite {},},~1 est décroissante. Prouvons qu’elle contient
une suite partielle convergente vers zéro.

Les fonctions p et ¢ sont constantes sur tout produit cartésien de deux
orbites, sauf, peut—étre, sur le couple des tétes des orbites si celles—ci sont
identiques. En effet, si les points x et ¥ ont leurs orbites complétement disjoin-
tes, alors, si nous nous concentrons par exemple sur la fonction p, nous voyons
(par induction) que:

P2, T" ) =px, T"y)=p(x, ).

~ b N .« e
Si T"x = T"y, ol a et & sont minimaux et @ > o (le cas 6> 0 est analogue)
. . . . ’
et si 'on note avec 7' et ' les nombres minimaux tels que T'x =T" »
’
et Ty =T" y, alors pour n—a<m—26

p(T 2, Ty =p ("%, T"y) = p @, T" 9) = p (x, )
et pour w—a>m—>o

P (Tn ¥, Tm _j/) — p (Tnl ¥, Tml y) — p (,1‘74! ¥, T(}Jrn’va y) —

=@, T 9) = p(x,9).
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Si, en fin, x = y, alors pour x et Ty nous sommes dans la situation précé-
dente, c.—a-d. que

p (T2, T"y) = p(x,Ty)

pour 7 >0, > 0. Aussi,
p(MTx,y)=p(T"x,Ty) = p(x,Ty)

pour 7 > 0. De facon identique on procede a 1'égard de g.

Supposons qu’il existe une orbite dont les éléments ne sont pas tous
différents. Alors il y a un point 2 € M tel que T w =w, ol 7 est un nombre
naturel, supposé minimal. On a 7 > 3 parce que T n’est pas une involution
dans w. Sur le produit cartésien de la sous-orbite commengant en @ avec
elle-méme, p et ¢ sont constantes, sans exceptions. Evidemment, au moins

une des deux inégalités

pa=g+ 1(mod %) ;  p=Eg -+ 2(mod %)

est valable. Si
Tw st p=Fg -+ 1 (mod #»)
T TPw st p=gq -+ 1(mod 7),

alors, pour tout 7 € N,

Tm(1>+q)~i’ o :i___ ™ (B+9)—¢ w

b

d’ou )
d (T’"(M"q) v, TM(ZH-S{) ZU) < q) (d (TW(P-M)—P v, Tm(ﬁ+q)—9 w)) .
Aussi,
d (TM(P-M)—Q w, T”’(ﬁ+§)-l’ ’U) < LI) (d (T(mh]) 2+ w, T(’"—*D (p-+9) ’ZJ)) ,
car
T(m'—l) 2+ w :{: T(m—l) 6+ v
Donc

Vi (Tm(ﬁ+q) " ’;TM(P+q) w) <d (T(M~1) (2+9) v, T+ w) .
Par induction, on obtient
d, Z(’/) —d (Tn(zﬂ-q) v, T" (8+2) w)
<d (T(n—l) 2+ v, T(n—l) @+ w)
< - <d@,w),
ce qui est absurde.
Il s’ensuit que toute orbite consiste de points différents.
Revenons maintenant a l'orbite de x. Puisque les fonctions p et ¢ sont

H . . A
constantes sur { 1" x},;2; X {T" x};21, notons ici avec les mémes lettres p et
g ces constantes et soit

Q= max{p,q}.
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Alors,
Myo = sup d (T77 %%, TH2 p).

AR
Considérons un terme arbitraire
4T %%, T ),
ol j=F 4. Notons
= TPy g TR,
5 =T | g, =T,
Si j et % sont tels que
J—prtk—g,
alors ¥; ==y, parce que y; et y, font partie d’'une méme orbite. Danc ce cas,
4T, T 0 = d (T3, T o) < 4 (@ (1, ).
Si j et % sont tels que
J—p=tk—y,
alors £— p=7—g, donc z;3=2; et
AT %%, TH %) = (T2, T/ %)
=d (T? 2, T 2)
<V @z, 2).
Par conséquent,

Mo < sup b (d (17 x, T 2)
Jyk=n

< sup o (@ (T x, T" x))

Jrk=n

< o (sup & (T7 », T x))
jk>n

=9 M)
Il s’ensuit que

0 < Mg < 9 (ho)-

Puisque la suite {@"” (Ag)}m=1 est décroissante, elle est convergente:
(Pm O\O)%xoo =o0.

Supposons que A > o; alors, d’aprés la continuité 4 droite de o,

¢ (9" o)) > ¢ (Aoo) c—a-d. @A) =2y,
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ce qui contredit I'une des propriétés de ¢. Donc A, = 0 et

lim 7\mQ = 0.
m—> 00

Nous avons donc trouvé la suite partielle {A,q}m=1 de {A,}ney conver-
gente vers zéro, ce qui implique que {},},=1 converge elle-méme vers zéro.
Alors {T" x},2; est une suite de Cauchy et donc elle admet un élément
£ € X comme limite.

Soit maintenant y un autre point de M. Si {T" y}32; est bornée, alors
elle converge aussi, disons vers I'élément { € X. Si les orbites de x et ¥ ne sont
pas disjointes, alors, évidemment, & = {. Supposons dans la suite que les
deux orbites sont disjointes. On a

lim & (T?®7 2, T ) = 4 (£, 7).

n—>00
Mais
4 (T”P(xay) x, TW(x’y) _3/)
= d <T1>(xy:v) (T(n—l)P(x:y) x) , Tq(x,y) (T(n—l)ﬂx,y) y>>

_ (Tp(ﬁ”"l)ﬂx’y)x,ﬂ”—1>Y<W>

TﬂT(n—l)ﬁ(x:y)x,T(ﬂ—l)q(x,y)

) (T(’l— Da#.9) x)
b

) (T(”—l)f(x)y) y»

<o (d (T(h"‘l)l’(x:.v) x, T("—"l)?(xﬂ) y»’

d (T 2 T 9y < ¢ (d (2, »)).

Puisque " (& (x, ¥)) =0, les points & et { doivent coincider. Le théoréme
est compléetement démontré.

On peut étre gené par la condition imposant & T d’étre noninvolutive,
surtout parce qu’elle se présente comme supplémentaire par rapport aux
formulations déja connues. On peut alors la transformer en une condition
sur p et ¢ qui, en revanche, garde le caractére de plus grande généralité de
ces deux fonctions (ordinairement, p (x,¥) =g (x,y) = ¢ sur M x M, ou
¢ =1 ou, dans le meilleur cas, ¢ est une autre constante naturelle) :

Sodent X un espace métrique complet, MCX, T:M—=M, p,g: MxXM-N,
Y: R, >R, S7

max {{ (), lil’l;l sup b ()} <7
pour tout v € Ry, p(x,Tx) et g (x,Tx) sont de la méme parité quel que soit
x €M et
P, Ty =pTx, ) =2,
¢, Ty) =gz, y)=q(x, ),
(T TN ) < 4 (d (i, 3)
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pour chaque couple de points différents x ,y € M (d étant la distance dans X),
alors pour tout xy € M dont lorbite est bornée, { 1" xy} converge vers un élé-
ment de X indépendent de x.
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