ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

GHEORGHE GALBURA

Sopra la risoluzione delle singolarita delle curve
algebriche

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 48 (1970), n.6, p. 595-601.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1970_8_48_6_595_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1970_8_48_6_595_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1970.



[321] GHEORGHE GALBURA, Sogra la risoluzione delle singolarita, ecc. 5905

Geometria algebrica. — Sopra la risoluzione delle singolarita delle
curve algebriche. Nota di GHEORGHE GALBURA, presentata ) dal
Socio B. SEGRE.

RESUME. — On propose une démonstration de la resolubilité des singularités d’un
courbe algebroaide, en utilisant le « Vorbereitungssatz » de Weierstrass. On en déduit le déve-
loppement de Puiseux pour les coordonées du point génerique d’une courbe algébroide, dans
le cas de caracteristique zero; et on esquisse une analyse de la singularité que présente en
son origine une courbe algébroide irréductible.

Sia f(x,y) una serie formale, di potenze, nelle variabili x, y, a coeffi-
cienti in un campo algebricamente chiuso C. Lo spazio X=spec C [[«x, ¥]]/(f)

¢ una curva algebroide piana, avente come origine l'ideale (x,y), immagine
dell'ideale massimale nell'omomorfismo naturale C[[x, ¥]] —C [[x, ¥]]/(f).

Indicando con f, la somma dei termini omogenei di grado 7, della serie
S (x, ), possiamo scrivere f(x,y) =/ +foy1 -+, essendo s 'ordine della
serie f(x, ), cio¢ lordine della singolarita che presenta nell’origine la
curva X.

Supporremo s > 1.

Ci propbniamo di dare una dimostrazione diretta, elementare, del teorema
dello scioglimento delle singolarita delle curve algebroide piane.

Il concetto di questa dimostrazione ci fu suggerito da B. Segre in una
discussione sull’argomento, a Varenna, in occasione delle lezioni di Zariski,
durante un Corso estivo del C.I.LM.E. nel 19609.

Noi abbiamo rifinita la dimostrazione ideata da Segre, poggiando sul
« Vorbereitungssatz » di Weierstrass e sul lemma di Hensel. Ne risulta lo
sviluppo di Puiseux delle coordinate del punto generico di una curva alge-
broide definita sopra un campo di caratteristica zero, nonché la struttura
della singolarita di una qualsiasi curva algebroide piana.

Ricordiamo che se il polinomio f, si pud scrivere come prodotto di due
fattori primi fra loro, la serie f(x, ¥) stessa & un prodotto di due serie, non
invertibili [5], le quali si possono costruire per ricorrenza. Ciog, se f, non &
della forma (y -+ ax)’, la serie (x, y) ¢ il prodotto di due serie, di ordine
positivo, minore di s: quindi il ragionamento si pud fare procedendo da tali
serie.

Supporremo che f, = (¥ + «; )*. In questo caso, secondo il teorema
di preparazione di Weierstrass, esiste una serie invertibile z € C [[x, ]], tale
che si pud scrivere g(x,9) = uf = (¥ + oy 2)° + 221 (%) (¥ + oq )= 4+ -
o 2 g (%), con gk (%) €C [[+]].

(*) Nella seduta del 13 giugno 1970.
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Osserviamo che le serie f(x,y) e g(x,y) hanno la stessa componente
omogenea di grado s. Quindi ognuna delle serie g; (x) ha l'ordine >, cio¢
si pud scrivere g; (x) = xg; (x).

In conclusione, invece della serie f (x, ), si pud considerare come gene-
ratore dell'ideale (f(x,y)), la serie

(D g@EN=0+ur) +26@® @ Fux)y "+ -+l (@),

con g () €C [[x, ¥]]
.

Consideriamo ora la serie g (x, ¥) nell’anello C [[x, ;]] =C ![x, %H,

il trasformato monoidale di C [[x,y]] secondo l'ideale massimale (x, ¥),

cio¢ secondo le formule y + oy x =2y, 1 g(x,y) = x’gl (%, yy), dove
1
(2) g, y) =y T Wyt + -+ xg (2).

.1 . . .
La serie £ (x,y;) pud presentare uno dei seguenti tre casi:

1) pud avere l'ordine minore di s;

2) pud avere l'ordine s, ma pud darsi che la sua componente omoge-
nea di grado s sia un prodotto di due fattori primi fra loro;

3) pud avere l'ordine s, la sua componente omogenea di grado s avendo
la forma (y; + oy )"

. 1 . . . oy e .
Nel primo caso, g& (x, ;) presenta, nell’origine, una singolaritd di ordine

minore di s. Nel secondo caso, 5} ¢ il prodotto di due fattori g}“’ e ,gl’", i quali
presentano pure, nell’origine, singolarita di ordine minore di s.

In ciascuno dei primi due casi il ragionamento si pud proseguire con una
serie di ordine minore di s.

E chiaro che, passando a trasformate quadratiche successive, i primi
due casi si possono presentare s volte, al piu.

. .1 .. . . .
Supponiamo che la serie £ (x, ¥;) presenti il terzo caso; cio¢ abbia I’ordine s
e la sua componente omogenea di grado s sia della forma (y; + oy )% di
modo che si possa scrivere

3) é(x ) = (1 + agx) + 224 () (1 + g 21 - artlg (x),

con £ (#) €C [[#]].
Moltiplicando la (3) per #* e ritornando alle variabili x, y, otteniamo,
in questo caso (3),

@ E@E D=t ur+ur +226 @G Fur a4
sk x2‘+1é: @) = (¥ 4+ oy x + og 22 mod (x , y)*t2.

Proseguiamo con la serie (3), considerando il trasformato monoidale

Cl[#, »4]]=C Hx , %” , dell’anello C[[x, 3,]], per la sostituzione y; +og x=y, x.



[323] GHEORGHE GALBURA, Sopra la risoluzione delle singolarita, ecc. 597

PNTT .1 . . 1
Nelle variabili x, y,, la serie g (x, ¥,) si scrive cosi g (v, ¥;) :x’é (x, v9),
con
4

(3) S, ) =y a8, (D)t 4 g ().

.2 . . .
La serie £ (x, ¥3) pud presentare 'uno dei casi 1), 2), 3) sopra enumerati;
ma a noi interessa soltanto cosa si pud dire rispetto alla serie (2) se entrambe

le serie g}'(x y Y1) e }(x , ¥2) presentano il caso 3).

Se la serie <g(x , ¥2) presenta il caso 3), possiamo scrivere
2 2 2
(6) g, y2) = (y2 + o3 x) + 228 () (y2 +oag )~ - 2t g, (2),

con ;i (x) € C [[x]]. Moltiplicando nella (6) per x° e ritornando alle variabili
x, ¥, abbiamo

8 (2, )= (1o w10 231 (2) (1 o xhotg 221 - a2t (),

Moltiplicando, anche in questa relazione per 2° e risalendo alle variabili
x,y, abbiamo

) g, %) = + oz +oga®+ oy b atZ (1) (¥ - oy &+ ap 22+

oy By a3 (B) = (y b v Fay a2 F oy a®t mod (x, )

Per ricorrenza, si deduce che, se le serie é x,y), g(x Vo) st ,rgfl(x yVre1)s
le quali si deducono, ognuna dalla precedente, per trasformazioni monoidali,
presentano, tutte, il caso 3), allora esistono dei coefficienti «; ,-:-, «, € C,
in modo che si puo scrivere

® @ N=turt oy tae @ (G rort oy
S x”“tg;,l WD=W+ouyx+-+ar) mod (x , y)**”.

Ne risulta che, se la serie g (x, ¥), e quindi la f (x, »), non si pud ridurre
ad una serie di ordine 1, mediante una successione finita di trasformazioni .
quadratiche, allora questa serie risulta divisibile per un fattore s—uplo, e preci-
samente della forma (y + oy x - --)%, limite della successione -

@ toux)y , +tuxrtoar®, ...
Le considerazioni precedenti conducono al seguente

COROLLARIO. Ogni curva algebroide piana, priva di componenti multiple,
si puo trasformare, mediante una successione finita di trasformazioni monoi-
dali, in una curva priva di singolarita.

Il teorema di Noether sulla riduzione delle singolaritd di una curva

algebrica piana si ottiene cosl come conseguenza immediata di questo corol-
lario.
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2. Il ragionamento precedente, applicato ad una serie formale irriduci-
bile, a coefficienti in un corpo C, algebricamente chiuso, di caratteristica o,
conduce allo sviluppo di Puiseux di una delle coordinate x,y del punto
generico della curva X in serie di potenze fratte dell’altro [1], [2], [4].
Precisamente, dal ragionamento esposto nella prima parte, risulta I’esistenza

. 0 .
di un intero # > 1, tale che, ponendo g (x,yy) = g (v, »), nella successione

©) £, 30, 80,3, &,

. t’ . .
si abbia l'ord g(x,y,)=s per i=o0,1,.---, 72— s, ma l'ord gn(x,y,,) sia
un intero s; strettamente minore di s.

Gli ultimi due termini della successione (9) avranno la forma

”g,l (x ) yn—1> = (_yn—l + oy x)’ —l— x2 nngl <x> (yn—l —{“ o, x>s—1 + ot
cee At ’?,1 *) -1 + tp x) + 271 El (x), con 21 (0)=Fo
e E(,y) =y +AE @yt b8 (D, + L (),

. . 7 \ . . .
L’ordine s; della serie g (x, y,) ¢ strettamente minore di s, per la scelta di 7.
Quindi la somma dei termini di grado minimo, di questa serie, & un polinomio

omogeneo di grad s; in x ed y,, divisibile per x. Siccome éz(x , ¥») € irriducibile,
. . Yy1—S n—1
questo polinomio deve essere della forma ax*:; dunque uguale a ™~17" g (0),
sicché 7,1 —s = ;.
Il lemma di Weierstrass, applicato alla serie & (x , Ys), questa volta rispetto
alla variabile x, assicura l’esistenza di una serie invertibile » € C [[x, ¥,]],
tale che si possa scrivere

(IO) h (x ’ yn> = Zl; (x ,J/,,) = x% +_’y3 kl <yn) x51—1 R

cetynh (y)x vk (v), con 4 (0)=o0.

0
Rifacendo, sulla serie % (xy, ¥,) = % (x, ¥,), il ragionamento fatto sulla
g (x,y), troveremo un intero 7. > 1 ed una successione

0 1 m—1 m
h(’xo ’y”)’;z<x1 ,j/n>,"‘,k(xm_1 ’yﬂ)!h(xm 7yn),

analoga alla (9) e tale che 'ord % (x;,,) = s; per i = 0,+--, m — 1, mentre

m
Pordine di % (x,, , ) sard un intero s,, strettamente minore di s;.
Risultera, allo stesso modo, che

m m—1 m—1
h(,y)=uy ﬁ“ €AF con ﬁ:‘ (0)==o.
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Quindi ci sara una serie invertibile w € C [[x,,, ¥,]], tale che si potra scrivere

m Sq s,—1
(II> Z(xm’yn>=wh<xm;yﬂ):y —l_x?nZl(xm)yn +
st o Loy 1 () Y F xm Ly, () con /,(0)=Fo, etc.

Procedendo, finché possibile, in questo modo, troveremo una successione
di polinomi di Weierstrass

(12) °‘0<x’y>:g(x’y) ) “1<x,yn):}l(x’yn>’
g (xm:yn) :Z(xrn?yn>;"'» oc,(xu ,yv),

nella quale: oy (v, ¥) & di grado s (in y), o (x, ¥,) ¢ di grado s; (in %), oy (%, V)
¢ di grado s, (in ¥,) etc.

Gli interi s,sy,s$y, -+, diversi fra loro, costituiscono una successione
finita, discendente, s>s; > s, > --- avente, dunque, al pilt s termini.
L’ultimo termine di questa successione sard s, = 1 (altrimenti il ragionamento
verrebbe continuato). Corrispondentemente, I'ultimo termine della succes-
sione (12) sara «, (%, ,%,), della forma

xp,+a1yv +dzy3 S+,
o della forma
b an by
Ponendo, nella serie «, (x, , »,),
(13) =t , xy=—ayt—ay®— .- o X, =1t , Yy, =-—a t— ayt

a seconda del caso, questa serie diventa uguale a zero.
Ricordando le relazioni quadratiche che passano tra le variabili
x,J’y"',xm,J’ny"',xu,J/wCCIOC

(14) Y=Y, Yt T X =Y, X F Py =AYy,
A1 T BV =X Y Tur Y Y = XY,
© -1+ 37 =9,
e risalendo a x, y, troveremo due serie
(15) x:cgt9+cg+1tg+l—l—---
y=dgt* 4+ dyr 2

le quali, sostituite al posto di x, y nella g (x,y), la rendono uguale a zero;
e ci6 in quanto, nell'anello C[[x,,,]], la g(x, y) ¢ divisibile per o, (%, , ),

la quale si annulla quando si sostituiscono le serie # e — @, £ — ay 2+ - -, al
posto di x,,y, o al posto di y,,x,, secondo il caso.
Ponendo ¢, #° + cop1 22 - =12 e poggiando sul lemma di Hensel,

deduciamo che si pud scrivere #=1y; T 4+ v5 1%+ - -. Quindi al posto delle (15)
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si troveranno le
(17) x == 1°
Y =¢&51° + €6+1 o+l +-- )

le quali costituiscono proprio lo sviluppo di Puiseux di una funzione algebrica y
di x [1].

Dalle formule (14), risulta 6 = ord ¥ > ord x = o. Considerando I'inter-
sezione della curva algebroide X con una retta qualunque, passante per
lorigine, Ax 4 By = o [5], otteniamo

p=ord [At® + B (e 1 4-- )] = 5.

L’esponente ¢ ed i coefficienti ¢4, €,_1,--- hanno anch’essi significato
intrinseco, in relazione alla molteplicita d’intersezione della X con diverse
curve passanti semplicemente per l'origine ed aventi ivi contatti di vari
ordini con la X.

3. Supponiamo sempre la X irriducibile, definita dalla serie
0, ) =g, 3) =@ +ux) +a28 (&) (¥ +ogx)l 4.
AL (D) Fwmx) g, ().

La successione (), in cui il termine £ (%, ¥;) si deduce dal precedente mediante
la sostituzione y; 1 + a;x = xy, (¥, = »), ha l'ultimo termine

7 B n—1 — n—1 5 n—1
g@dw=%+w&@wﬂ+~4w&4@%+xgﬂ@

n—1
con sy <s==s5, ¢ & (0)==o0.
Risalendo alle variabili x,y, possiamo scrivere

g@, = Fouxttoary e @D fox -
coe b, 27l g =D)L ’ig—sl—l (%) (¥t 2+ - -, x”)—|—x”x+s1’f§sl ).

Se Y & un’altra curva algebroide, passante semplicemente per origine,

cio¢ definita da una serie y + B1x + P2a2-F- .-, lorigine conta, nellinter-
sezione delle curve x ed ¥, con una molteplicitd < s s, la quale si calcola
sostituendo in g (x, ), al posto di y, la serie — B; x — B2 22 - - ed esaminando
I'ordine della serie ottenuta [5].

Il massimo #s + s; & raggiunto se, e solamente se, B1 = o, ,- -+, B, = o,.

Pertanto la parabola di equazione
ytumx 4 fama”=o

¢ la pin semplice curva algebrica, non singolare nell’origine, avente ivi, il
contatto di ordine massimo con la curva algebroide X.
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Considerando la curva algebroide }’El, definita dalla serie % (x,y,), e le
n 1
trasformate monoidali successive di X, definite dalle serie by, Vu)y e

m—1
“++y & (Xm—1,Yn), si conclude che si pud scrivere
m—1
h(x,yn) = (x4 Bryu - A Bu D + T Ay (@) (& + By -
mas1—1 ms—1)+1"71 m
+Bm_'yn> R R o ﬁsx—lo/n)(x’{"glyn"_+Bmyn)+

msd—sgm_l m—1
sy (), con Ay, (0) 0.
Ritornando alle variabili x, y tramite le sostituzioni quadratiche
Y q

yi-—l_l_“ixz”ryii Z.:I)ZJ"',nJyO:y)

dalle curve

x_l_BIyn:O ) x‘l‘BlJ’n‘l‘BzJ’z:O,‘";X‘I‘B1J/n+"'+3myzt=0,

si deducono curve passanti per l'origine della X, aventi ivi un punto sem-
plice, rispettivamente doppio, »—uplo, ed un contatto con X di ordine cre-
scente; tali curve contengono non solamente i punti infinitamente vicini
all’origine sulla X, ma anche i punti prossimi ed i punti infinitamente
vicini a questi [1], [3].
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