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Geometria algebrica. — Sopra la risoluzione delle singolarità delle 
curve algebriche. Nota di G h e o r g h e  G a l b u r a , presentata (#) d a l 
Socio B. S e g r e .

RÉSUMÉ. — On propose une démonstration de la resolubilité des singularités d’un 
courbe algebroaide, en utilisant le « Vorbereitungssatz » de Weierstrass. On en déduit le déve­
loppement de Puiseux pour les coordonées du point générique d’une courbe algébroide, dans 
le cas de caractéristique zero; et on esquisse une analyse de la singularité que présente en 
son origine une courbe algébroide irréductible.

Sia f  (x y y)  una serie formale, di potenze, nelle variabili x  , y, a coeffi­
cienti in un campo algebricam ente chiuso C. Lo spazio X =  spec C [[x , 
è una curva algebroide piana, avente come origine l’ideale (x,y), im magine 
dell’ideale m assimale nell’omomorfismo naturale C [[x , y]] -> C [[x , jk] ] /( /) .

Indicando con f r la somma dei term ini omogenei di grado r, della serie 
/  (x , y), possiamo scrivere /  (x , y) = f s +  f s+1 +  • • •, essendo s l ’ordine della 
serie /  ( x , y), cioè l’ordine della singolarità che presenta nell’origine la 
curva X.

Supporrem o s >  i.
Ci proponiam o di dare una dim ostrazione diretta, elementare, del teorem a 

dello scioglimento delle singolarità delle curve algebroide piane.
Il concetto di questa dim ostrazione ci fu suggerito da B. Segre in una 

discussione sull’argomento, a V arenna, in occasione delle lezioni di Zariski, 
durante un Corso estivo del C .I.M .E . nel 1969.

Noi abbiam o rifinita la dim ostrazione ideata da Segre, poggiando sul 
«V orbereitungssatz» di W eierstrass e sul lemma di Hensel. Ne risulta lo 
sviluppo di Puiseux delle coordinate del punto generico di una curva alge­
broide definita sopra un campo di caratteristica zero, nonché la stru ttu ra  
della singolarità di una qualsiasi curva algebroide piana.

Ricordiam o che se il polinomio f s si può scrivere come prodotto di due 
fattori prim i fra loro, la serie f  (x , y)  stessa è un prodotto di due serie, non 
invertibili [5], le quali si possono costruire per ricorrenza. Cioè, se f s non è 
della forma ( y  +  ctx)s, la serie f  (x , y)  è il prodotto di due serie, di ordine 
positivo, m inore di s: quindi il ragionam ento si può fare procedendo da tali 
serie.

Supporrem o che f s — (y  +  oq x)s. In  questo caso, secondo il teorem a 
di preparazione di W eierstrass, esiste una serie invertibile u  e C [ [ r , y ] ] ,  tale 
che si può scrivere g  (x , y) =  u f  =  (y  oq x)s +  xgi (x) (y  +  oq x ) 3” 1 +  • • ■ 
------b X s gs (x), con gi (x) e C [[*]].

(*) Nella seduta del 13 giugno 1970.
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Osserviamo che le serie f  (oc , y)  e g  (x , y)  hanno la stessa componente 
omogenea di grado .s*. Quindi ognuna delle serie gi (x) ha l ’ordine >  cioè 
si può scrivere gi (x) =  xgt (x).

In  conclusione, invece della serie /  (x , y ) f si può considerare come gene­
ratore dell’ideale ( / ( ^ ,v ) ) >  serie

( 0  g  (x , y)  =  (y  +  ai x)s +  x 2g 1 (x) (y  +  ax x)s~l ~\----- +  x s+1 gs (x ) ,

con gi (x) e C [[x , y]].

Consideriamo ora la serie g  (x , y)  nell’anello C [[x , y{\] =  C x  . 
il trasform ato m onoidale di C [ [ ^ , y ] ]  secondo l’ideale m assimale ( x , y), 
cioè secondo le formule y  oc 1x  — xyx : g  (x , y)  — xs g  (x , y{), dove

(2) g  (x > y j  =  y[ +  xgi (x) y ^ 1 H--------h xgs ( x ) .

L a serie g  (x , y x) può presentare uno dei seguenti tre  casi:

1) può avere l’ordine m inore di
2) può avere l’ordine m a può darsi che la sua com ponente omoge­

nea di grado sia un prodotto di due fattori prim i fra loro;
3) può avere l’ordine s, la sua componente omogenea di grado s avendo 

la form a ( y 1 +  a2 x)s.

Nel prim o caso, g ( x , y { )  presenta, nell’origine, una singolarità di ordine

minore di s. Nel secondo caso, g  è il prodotto di due fattori g ’ e g " } i quali 
presentano pure, nell’origine, singolarità di ordine m inore di

In ciascuno dei prim i due casi il ragionam ento si può proseguire con una 
serie di ordine m inore di s.

È chiaro che, passando a trasform ate quadratiche successive, i prim i 
due casi si possono presentare s volte, al più.

Sùpponiam o che la serie g  ( x , y x) presenti il terzo caso; cioè abbia l’ordine  ̂
e la sua com ponente omogenea di grado sia della forma (jy1 + a2 x)s; di 
modo che si possa scrivere

(3) g  (x , y {)  =  O i +  a2*y +  x2gi (x) (y t +  a2 x)*-1 -\------+  xs+1g s (x ) ,

con g{ (x) € C [[x]].
M oltiplicando la (3) per Xs e ritornando alle variabili x  , y,  otteniam o, 

in questo caso (3),

(4) g  (x > y)  =  O  +  ai X +  a2 x 2)s +  x dg x (x) (y  +  oq x  +  <*2 +  - * *

. . . x2s+ig^ == Çy ai x  _|_ a2 x 2y  mod (x , y)s+2.

Proseguiam o con la serie (3), considerando il trasform ato monoidale
C [ [ x , y 2]] =  C y  1 , dell’anello Cff^r , ^ ] ] ,  per la sostituzione y 1 + a 2 x := y 2 x.
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Nelle variabili x , y 2 , la serie g  ( x , yf)  si scrive così g  ( x , _yx) =  (òr, y 2),
con

2 14
(5) g  (x , y 2) =  y% +  xgx (x) y s~l --------\-xgs (x).

2
L a serie g  (x , y 2) può presentare l ’uno dei casi i), 2), 3) sopra enum erati;

m a a noi interessa soltanto cosa si può dire rispetto alla serie (2) se entram be 
1 2

le serie g  (x , yf)  e g  (x , y 2) presentano il caso 3).
2

Se la serie g  (x , _y2) presenta il caso 3), possiamo scrivere

(6) g  (x  , y 2) =  ( y 2 +  oc3 x)s +  #2 J ,  (*) (y 2 +  <x3 x ) * - 1 H--------[- x s+1 g s ( x ) ,

2
con f t  W  c C  [[x]]. M oltiplicando nella (6) per Xs e ritornando alle variabili 
x  , y 1, abbiam o

g  ( x , y i)  =  {yi + a 2 x + a 3 x2y + x 3 g 1 (x) ( y 1 + a 2 x+<x.3 --------b^2,+1 A  (#) •

M oltiplicando, anche in questa relazione per Xs e risalendo alle variabili 
x  , _y, abbiam o

2
(7) ^  O  1 y) =  (y  +  <*1 X +  oc2 +  oc3 r 3)* +  r 4^  (x) (y +  OC! x  +  oc2 x 2 +

+  a3 +  • • • +  x 3s+1 g s (x) — (y  +  oq r  +  oc2 r 2 +  a3 #3)4 mod ( x , y )f+3.

Per ricorrenza, si deduce che, se le serie g  (x , yf)  , g ( x  ,y2) , • • • 
le quali si deducono, ognuna dalla precedente, per trasform azioni monoidali, 
presentano, tu tte , il caso 3), allora esistono dei coefficienti oq , ***, oqeC,  
in modo che si può scrivere

(8) g ( % > y ) = ( y --------{-<zrx r)s+ x r+irg l (*) ( y + u i x + — b ar* r)f“ H —
r — 1

• ’• • +  x rs+1 gs (x) == (y. +  oq x  +  • • • +  acr x r)s mod (x , y)s+r.

Ne risulta che, se la serie g  (x , y), e quindi la f  (x , y), non si può ridurre 
ad una serie di ordine 1, m ediante una successione finita di trasform azioni 
quadratiche, allora questa serie risulta divisibile per un fattore j-u p lo , e preci­
sam ente della forma (y  +  oq x  +  • • • )s, limite della successione ■

(y  +  oc! x)s , (y +  oq x  +  gc2 x2)s,

Le considerazioni precedenti conducono al seguente

COROLLARIO. Ogni curva algebroide piana , priva di componenti multiple, 
si può trasformare, mediante una successione fin ita  di trasformazioni monoi­
dali , in una curva priva di singolarità.

Il teorem a di N oether sulla riduzione delle singolarità di una curva 
algebrica p iana si ottiene così come conseguenza im m ediata di questo corol­
lario.
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2. Il ragionam ento precedente, applicato ad una serie formale irriduci­
bile, a coefficienti in un corpo C, algebricam ente chiuso, di caratteristica o, 
conduce allo sviluppi) di Puiseux di una delle coordinate x , y  del punto 
generico della curva X in serie di potenze fratte dell’altro [1], [2], [4]. 
Precisamente, dal ragionam ento esposto nella prim a parte, risulta l’esistenza

di un intero n >  1, tale che, ponendo g  (x , y 0) =  g  (x , ÿ ) } nella successione

(9) g  O, yo) » i  (x I y \), • • •, g  ( x , %),

si abbia l ’ord g  (oc , y t)  =  s per i == o , 1 , • • •, n — 's, m a l ’ord g  (x , y n) sia 
un  intero sì strettam ente minore di s.

Gli ultim i due term ini della successione (9) avranno la forma

n — 1 n — 1
g (x , y„-1) =  (y„-i +  <x„ x)s +  g1 (x) (yn-! +  a* *)s-1 H-----

-----Y x s gs (x) {yn- \  +  x„x) +  V”- 1 ”g] (x) , con "gl (o) =j= o

n —1s (x , y j  =  y sn +  x g 1 (x)ysK 1 H-------Y x Ss_x (x) y„ +  xr> ’T ( x ) .

n
L ’ordine della serie g  (x , y n) è strettam ente minore di per la scelta di n. 
Quindi la somma dei term ini di grado minimo, di questa serie, è un polinomio

omogeneo di grad s1 in x  ed y K, divisibile per Siccome g  ( x , y n) è irriducibile,
• • ft — 1

questo polinomio deve essere della forma axSl ; dunque uguale a * " - 1- '  gs (O), 
sicché x —  s =  s1

Il lem m a di W eierstrass, applicato alla serie g  (x , y n), questa volta rispetto 
alla variabile assicura l’esistenza di una serie invertibile v [[x , y n]], 
tale che si possa scrivere

(ïo ) h (x , y j  =  vg (x , y j  =  x ”- +  y \  \  ( y j  x 1̂ 1 H-----

------h y ?  hs_x (yn) x  +  y n hs (yn) , con hs (o) 4= o .

0
Rifacendo, sulla serie h (xQ , y n) =  h (oc , y n), il ragionam ento fatto sulla 

g  (x , y), troverem o un  intero m  >  i ed una successione

0  1 m — 1 m

h (x o » y») , h (xx ,y„) (x„-i , y 0) ,h  (xm , y n) ,

i
analoga alla (9) e tale che l ’ord h (x{ , y n) — sx per i =  o , • • •, m  —  1, m entre

m

l’ordine di h (xm , y K) sarà un intero s2 , strettam ente minore di s1 . 
R isulterà, allo stesso modo, che

m m — 1 m —1

h ( ° . y j  =  K ' hsx (y«)< con K  (°) =H 0 •
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Quindi ci sarà una serie invertibile w eC  [[xmfy n]\, tale che si potrà scrivere

m s

(11) l  (xm j y «) wh (pcm , y n) y  -J~ x m l\ Çxm) y n -j- * * *

------V Xm 4 2- i  (xm) y n +  x sm ls% (*m) , con ls% (o) 4= o , etc.

Procedendo, finché possibile, in questo modo, troverem o una successione 
di polinomi di W eierstrass

( 12) <*o ( x > y ) = g ( x > y )  > *i (x , y n) =  h (x , y M) ,

^2 (Xm > yn) l  Çxm , yn) > * * * > &r (X\x j jV-v) ì

nella quale: oc0 ( x , y)  è di grado j  (in j ) ,  oq ( x , %) è di grado sx (in #), oc2 (**,, 
è di grado s2 (in y„) etc.

Gli interi s , jq , s2 , • • •, diversi fra loro, costituiscono una successione 
finita, discendente, s >  sx >  s% >  • • • avente, dunque, al più s term ini. 
L ’ultimo term ine di questa successione sarà sr =  i (altrim enti il ragionam ento 
verrebbe continuato). Corrispondentem ente, l’ultimo term ine della succes­
sione (12) sarà ocy , y v), della forma

Xf. +  «1 y  y +  y l  H----- ,

o della forma

y v + a\ xx + + • • • •
Ponendo, nella serie a r (x^ , y y),

0 3 ) y v =  t  . =  —  & \t — a.2 t2 ------ o =  /  , y v = —  at t  —  a2 t2

a seconda del caso, questa serie diventa uguale a zero.
R icordando le relazioni quadratiche che passano tra  le variabili 

* >y r  • - , x M , y H • ^Xp , y v , e cioè

( h )  y  +  <*1 X =  xy 1 , • • •, y n_ x - f  oc* x  =  xy„ , x  - f  ßx y n =  x x y x , ■ ■ ■

* * * » x m—\ -}- ßm y n x m y n , • • *, Xp—i -f- ŷ> == x^ y v

(o y v_! +  8v x fl =  Xp y v) ,

e risalendo a x  , y,  troverem o due serie

( i  S) X  =  £ Q t Q £q + i / Q + 1 -[-•••

y  =  da tG d 0+ i t0+1 +  • • •

le quali, sostituite al posto di x  , y  nella g  (x , y),  la rendono uguale a zero; 
e ciò in quanto, nell’anello C [[x^ , y ^ ]], la g (x ,  y)  è divisibile per ocr (x^ , y v), 
la quale si ajm ulla quando si sostituiscono le serie t e — ax t  —  #2 / 2 • • • , al 
posto di x ß , y v o al posto di y v , ^ ,  secondo il caso.

Ponendo cQ tQ +  cQ+1 tQ+1 +  * • • =  t q, e poggiando sul lemma di Hensel, 
deduciam o che si può scrivere /  =  t  + y 2 t 2 +  • Quindi al posto delle (15)



6oo Lincei Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLVIII — giugno 1970 [326]

si troveranno le

(17)

V =  T° +  S0 + 1 T° + X H----- ,

le quali costituiscono proprio lo sviluppo di Puiseux di una funzione algebrica y  
di x  [1].

Dalle formule (14), risulta g =  ord y  >  ord x  =  p. Considerando l’in ter­
sezione della curva algebroide X con una re tta  qualunque, passante per 
l’origine, A x  -f- By  =  o [5], otteniam o

p =  ord [Atö +  B (s0 t°  ~\----- )] =  s.

L  esponente or ed i coefficienti s0 , s0- i  > * • • hanno anch’essi significato 
intrinseco, in relazione alla m olteplicità d ’intersezione della X con diverse 
curve passanti semplicemente per l’origine ed aventi ivi contatti di vari 
ordini con la X.

3. Supponiam o sempre la X irriducibile, definita dalla serie 

go {x > y)  =  g  (x , y)  =  (y  +  oq x)s +  x 2g x (x ) (y  +  oq x ) * - 1 +  • • •

------l -^sg s - i ( ^ ) ( y  +  oc1 x ) + x s+1gs (x).

L a successione (9), in cui il term ine g  (oc , 49) si deduce dal precedente m ediante 
la sostituzione 1 -j- x  — xyt- (y0 =  y ), ha l’ultimo term ine

S  (x > y») =  ÿn +  x g l  (x) / - 1 H---------- h xg)_  ! (x) y n +  a:"1 "g] (*) )

con Si < s 4= Sl e "g) (o) 4= o.
Risalendo alle variabili x  , y,  possiamo scrivere

g  (x , y) =  (y +  ai * + -----b a» xny  +  x”+1 ngi (x)(y + 0LiX -----

-----ira.„xny - 1+ ■ ■ ■ -b^fr-D+i gs_t (x} (y-\-a.x x -\------ xn)+ xm+sCg^ (x).

Se Y è u n ’altra curva algebroide, passante semplicemente per l’origine, 
cioè definita da una serie y  +  ßi^r +  ß2^2+  - • - , l’origine conta, nell’in ter­
sezione delle curve x  ed y,  con una molteplicità <  ns +  sx , la quale si calcola 
sostituendo in g  (oc , y ) y al posto di y, la serie —  ßi x  — ß2 x 2- • • ed esam inando 
l’ordine della serie o ttenuta [5].

Il massimo ns +  sx è raggiunto se, e solamente se, ßx =  a, , • • •, ß* =  a* . 
Pertanto  la parabola di equazione

y  +  a1 x- i~---  +  <xn *n =  o

è /# p iù  semplice curva algebrica, non singolare nell’origine, avente ivi, il 
contatto di ordine massimo con la curva algebroide X.
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Considerando la curva algebroide X, definita dalla serie h (x , y„), e le
n 1

trasform ate monoidali successive di X, definite dalle serie h (xx , y n) , ■ ■ ■
m — 1

• • *, h (xm~i , y n), si conclude che si può scrivere

m — l
h (x , y„) =  (x +  ßi % + • • • +  ßm yZy  +  yZ hy (x) (x +  ßi y» +  • • •

• • • +  ß .y Z Y 1- 1 +■■■ + 7 : (,' - 1)+1ï - I (y.) (x +  ßt y K +  . . .  +  ßmyZ) +
, m —l  m —l

+  yZH *' hSx (y n) , con hSl (o) =j= o .

R itornando alle variabili ^  , y  tram ite le sostituzioni quadratiche

Vi- 1 +  oe2- x  =  xy,-, i =  i , 2 , • • •, n , y 0 =  y,
dalle curve

x  +  ß1 y„ =  °  , x  +  ßi y n +  ß2 y l  =  o , • • •, *  +  ßx y n -\--------VßmyZ =  o,

si deducono curve passanti per l ’origine della X, aventi ivi un punto sem ­
plice, rispettivam ente doppio, w -uplo , ed un contatto con X di ordine cre­
scente; tali curve contengono non solamente i punti infinitamente vicini 
all’origine sulla X, m a anche i punti prossimi ed i punti infinitam ente 
vicini a questi [i],  [3].
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