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Analisi funzionale. — Un teorema di pun ti fis s i in uno spazio 
metrico completo n . Nota di R osa M a ria  B ia n c h in i, presentata ((*) **> 
dal Socio G. S a n so n e .

Summary. — A fixed point theorem for weakly densifying mappings of a complete 
metric space X in itself is given.

Sia (X , d ) uno spazio m etrico completo, T  una trasform azione di X 
in se. In  questa N ota vogliamo dare una condizione sufficiente per resistenza 
di punti uniti ^  =  T x  per la trasform azione T. Prem ettiam o le seguenti 
definizioni:

D e fin iz io n e  i. -  Sia A  un  sottoinsiem e lim itato di uno spazio metrico 
(X , d). Si definisce, seguendo K uratow ski [1], il num ero reale a (A) come 
l ’estremo inferiore degli s >  o per i quali A  am m ette un  ricoprim ento finito 
di sottoinsiem i aventi diam etro inferiore a s.

Sono conseguenza im m ediata della definizione le seguenti proprietà:

a) se A  e B sono sottoinsiemi lim itati di X e A C  B, si ha

oc (A) <  oc (B)

b) se Ä  indica la chiusura di A, allora a (Ä) =  oc (A);
c) oc (A) =  o se e solo se A  è precom patto.

D e fin iz io n e  2. -  U n a  trasform azione continua di uno spazio metrico 
in se, si dice debolmente addensante se per ogni sottoinsieme limitato A C  X 
tale che oc (A) =(= o ed inoltre TA C A, si ha

(0.1) a (TA) <  a (A)

Furi e Mignoli [2], [3], hanno studiato trasform azioni addensanti, cioè tali 
che (0.1) vale p e r ogni sottoinsiem e lim itato A C  X con oc (A) =j= o, senza l’u lte­
riore condizione TA C A.

T eorem a. Sia  T  : X -> X una trasformazione continua e debolmente 
addensante di uno spazio metrico in se. X sia completo e limitato. Esista una 
funzione reale 9 : X2 R  tale che:

i) ? (x  > y)  =  0 implica x  =  y  ;
ii) la funzione g  : X ->  R  definita da g  (fi) =  9 (x f ix )  sia semicontinua 

inferiormente in  X;
ui) g  (fix) < g  (fi) per ogni x  € X.

Se in f {g  (fi) : i 6 X }  =  o allora T  ammette punti uniti.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei raggruppamenti di ricerca matematica 
del C.N.R.

(**) Nella seduta del 13 giugno 1970.
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Dim.\ Se x e X  per le ipotesi poste la successione { T nx }  delle iterate di x  
è com patta. In fatti, posto 0 (x) =  { T nx  : n =  1, 2 , • • •}, si ha T [0 (#)] C 0 (x) 
e a  (T [0 (#)]) =  a  [0 (x)] (vedi dim ostrazione in [2]), perciò « (0 (xj) =  o. 
Q uindi per ogni t e X  l ’insieme L (x) dei punti limite della successione delle 
iterate è non vuoto.

D im ostriam o che T  [L (x)] =  L  (x). In fatti se e L  (x), Ty  e L  (x) per 
la continuità della trasform azione T; inoltre se z e L  (x) esisterà una succes­
sione { T  Âx ]  convergente a z. Consideriamo la successione {T h x};  da

• • r  n l —1essa possiamo- estrarre una sottosuccessione { T  x  } convergente verso un 
punto  w.  P er la continuità della T  la successione { T k x  } converge a Tw,
m a { T  k x )  è una sottosuccessione di { T ^ x }  quindi { T  ”hx  } converge a z 
e per l ’unicità del lim ite z  =  Tw,  cioè ^ e T [ L  (*)].

Consideriam o l ’insieme L  (X) =  U L (x); quest’insieme è relativam ente 
com patto. In fa tti *€X

T  [L (X)] =  u  T  [L (*)] =  U L  (x) =  L  (X)
x  G X a; G X

quindi

« (T [L (X)]) =  a [L (X)]

cioè per le ipotesi poste a [L (X)] =  o.
D a g(Tx)  < g ( x )  e dalla s.c.i. della g  segue che se y  e L (*), g ( y )  < g ( x ), 

quindi in f g(x)  =  in f g(x)  =  o ed essendo L (X) precom patto e X com-
^ e L ( X )  x G X  . r

pleto, esisterà z  G X tale che

g ( z ) =  in f g( x )  =  o
xG L(X )

cioè cp (z ,Tz) =  o che per le ipotesi poste sulla 9 im plica z =  Tz.

Osservazione: Se la funzione 9 : X 2 R  coincide con la m etrica dello 
spazio X e se la trasform azione T  è addensante, cioè se la (0.1) vale per ogni 
sottoinsiem e A  C X con a (A) =j= o ; allora la condizione

in f g  (x) =  o
Xe x

è di per sè sufficiente a garan tire  resistenza di punti uniti per la trasform a­
zione T  (cfr. [3]).

D al teorem a segue:

C o ro l la r io :  Sia  T : X -> X una trasformazione continua dello spazio 
metrico completo X in sè tale che\

i) esista una funzione  F  : X 2-> R, semicontinua inferiormente in  X X X 
tale che F  (Tx  , Ty) <  F  (x , y), per ogni r j e X ,  x  =j=y;

ii) T  sia debolmente addensante.

Se esiste finito  inf F  (x ,Tx), allora T  ha uno ed un solo punto unito in  X.
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Dìm.\ L ’unicità segue im m ediatam ente dalla condizione i). Proviam o 
l’esistenza. Definiamo in X2 la seguente funzione: 9 (x , y)  =  1/2 [F(x,Tx)  +  
F  (y , Ty)  —  2 in f F (z , Tz)].  O vviam ente (p (x , y) =  o implica che x  e y

z €- X
sono punti di m inim o di F (x , Tx),  m a i punti di minimo per F(x  , Tx)  sono 
punti uniti per la trasform azione T. In fa tti da x  =j= Tx  segue

F (Tx  , T 2 x)  <  F (x , Tx),

perciò, per la i) 9 (x , y)  =  °  im plica ^
Inoltre dalla stessa definizione di g  segue im m ediatam ente che in f g(x)  =  o

x  C X
e g  (Tx) < g  (x). Quindi, per il teorem a dim ostrato precedentem ente, la T  
am m ette punti uniti in X.

Questo corollario, nel caso in cui il funzionale F (x ,Tx) sia inferiorm ente 
lim itato generalizza il teorem a di Furi e Vignoli [2].
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