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Dinamica del plasma. — Swulle onde d'urto in un plasma in
eccitazione elettromica soggetto a um campo elettromagnetico. Nota ©
del Socio CATALDO AGOSTINELLI.

SUMMARY.-— In this paper we consider the motion of a hot plasma in an electromagnetic
field, on the assumption that the ions are at rest, that the effect of the electron-ion col-
lisions is negligible and that the action of the electrons is equivalent to an isotropic pressure.
On the supposition that a shock wave forms in the plasma, we establish the equations of
discontinuity, through the shock layer, relative to electron velocity and density and the
electrical and magnetic fields.

The results obtained are applied to the case of a plane shock wave that advances in
a plasma at rest, and we determine the cases and conditions in which a shok wave can arise.

1. In questa Nota considero le equazioni del moto (non linearizzate)
di un plasma, soggetto a un campo elettromagnetico, nel caso in cui gli ioni
si possano ritenere fermi, che sia trascurabile l'effetto degli urti elettrone—
ioni, e che l'azione degli elettroni, in agitazione termica, sia equivalente ad
una pressione isotropica, proporzionale al numero di densitd degli elettroni.
Supposto che nel mezzo elettronico, inizialmente in quiete, si formi un’onda
d’urto, mediante applicazione del principio di conservazione della massa,
del teorema della quantita di moto e dell’equazione dell’energia, vengono
dedotte, dalle equazioni del moto e del campo elettromagnetico, le equazioni
di discontinuita, attraverso lo strato d’urto, della velocita, del numero di
densita, del campo elettrico, e del campo magnetico. Per quest’ultimo si trova
la proprietd ben nota che la componente normale del campo magnetico ¢
continua attraverso lo strato d’urto.

I risultati ottenuti vengono applicati al caso di un’onda d’urto piana
che avanza in un plasma a riposo, e mediante una analisi approfondita si deter-
minano i casi e le condizioni sotto le quali & possibile la formazione di un’onda
d’urto. Uno di questi casi si ha quando l'intensitd del campo magnetico ¢ suffi-
cientemente debole; un’altra possibilita si ha invece quando il campo magnetico
¢ insufficientemente intenso.

2. Le equazioni (non linearizzate) del campo elettromagnetico e del
moto di un plasma, nelle condizioni indicate, sono M:

(1) rot E = — % (wo H) (4) div (eg E) +ev = 0
2 . 2
(2) rot H 4 evov = "37<30E> (3) div (w) + @; = 0
(3) divH = o0 6) mv % + m? grad v +

+ev(E +vApgH) =0,

(*) Presentata nella seduta del 9 maggio 1970.

(1) Cfr. C. AGOSTINELLI, Sulla propagazione di onde piane in un plasma etc. Questi
« Rendiconti », vol. XLVIII, marzo 1970.
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dove E ed H sono i vettori del campo elettrico e del campo magnetico, €0 s o
la costante dielettrica e la permeabilitda magnetica nel vuoto, v & la velocith
media elettronica, 7 la massa e — ¢ la carica di un elettrone, v il numero
di densita elettronica durante il movimento, v, una velocitd connessa con
I'agitazione termica degli elettroni.

Cid premesso supponiamo che nel campo in cui si muove una corrente
di plasma si stabilisca un’onda d’urto costituita da uno strato di transizione
paragonabile a una superficie di discontinuita.

Per stabilire le equazioni di discontinuith attraverso il fronte d’urto
ricordiamo intanto che se F (x, ¥,2,%) ¢ una funzione derivabile definita
in una regione dello spazio contenente il dominio D (#), limitato dalla super-
ficie S (¢), variabile col tempo #, si ha @

. . .
7) ?ﬂf//Fdrzf/[—g-?dv+//F-VXndc,
D) 510)) HG)

dove n ¢ il versore della normale esterna alla superficie S(2), e ¥ ¢ la velocit
dei punti di S(z).

Inoltre se il dominio D (#) comprende nel suo interno una porzione arbi-
traria s (#) dello strato d’urto, attraverso il quale supponiamo che la funzione F
sia discontinua, e si passa al limite quando il detto dominio si riduce a
questa porzione di strato, si ha

8) lim%.[(/:/Fdr :[[Fz(vz—V)Xndca././‘Fl(vl—V) X nds,
D()

s(¢) s(f)

dove Fi, F2 sono i valori di F, e vy, v, i valori della velocity della corrente,
a valle e a monte del fronte d’urto.

Le relazioni (7) ed (8) sussistono ovviamente anche se in luogo di una
funzione scalare /& si ha una grandezza vettoriale.

3. Osserviamo che dall’equazione (5) di continuitd, tenuto conto della
(7), ove si ponga F =v, si deduce

—(id?fffvd‘rzo.
D&

che esprime il principio di conservazione della massa contenuta nel volume
D (#). Allora, in virtu della (8), per F = v, si ottiene

) J‘fvz(vz——V)Xn-dG——fJ.vl(vl—-V)Xn~d0'::o,

s(2) s(2)

(2) C. AGOSTINELLI, Magnetofluidodinamica, Cap. VI, § 4, Edizioni Cremonese, Roma
1966,
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e per larbitrarieta della porzione s(#) di superficie d’urto, in ogni punto di
questa superficie si avra

) vo (Vg —V)Xn—v;(v;—V)Xn=o0,

che & l'equazione di discontinuitad derivante dal principio di conservazione
della massa.

4. Dall’equazione (6) del moto ricaviamo ora

(10) ffjmvw—dr—l—ffﬁwggradvdf—I—JJJaeV(E—I—v/\p‘OH)drzo

D() D) D)

e risulta

(11) vaﬁ_d ”f%<w)d7+ﬂw><n.vdc:gt_m'w.dm

D() S(t) D(t)

(12) fffgradvdr*fjvn do .

D(#) S()

Dalla (4), tenendo conto della (1) e della (2), e introducendo le diadi
(eoE, E), (ugH, H), si ha successivamente

evE = —div (g E) - E = — grad (¢ E,E) + rot E A\ ¢y E -} grad (% €0 E2> =
:grad %soEz—(soE,E)S—sop,o%/\E:
— grad 3 S 50E?—(E, E) + + p.on——(p,oH,H)% —
— 2ot o (HANE) — evo \ po H
da cui 'segue
ev (E+vA\poH) :grad%%soEZ—l—é— P-OHZ_(EOE:E)_(P*OH»HM”‘”

3 .
— &5 (HANE).
Integrando rispetto al dominio D (¢), e avendo riguardo alla (7), si ricava
(13) fffzv(E4~vAH0H)dT:
D()

:JJ 3%(5011‘,2 +uH)n—eExXn E—pyHxXn H| do —
S ()

— oo 37 ff H/\Ed*r—l—sop.of HMNE - vXn-dr.
D) S()
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Sostituendo (11), (12) e (13) nella (10), abbiamo
(14) %fjjmvvdr—}—ffmv%'vndc—l—
D) S(#)

(g B + ugHH)n —eyEXn-E—y,Hxn-H! do —

——sogo%fJfH/\EdT +soy,ofj HNE -vXn-do=o0.

D) 0]
Passando al limite, facendo tendere il dominio D (), allo strato s(¢), e appli-

cando la (8), dopo alcune semplificazioni si ottiene

<15> ff{mvz vz-<vz—‘—V>><n—7/¢vl vl'(”l_“V)Xn}dc 4
s(¢)
+f mug (e — i) n do + ff%%[soEz - ougH2E o —

5(2) “s()

— [eoEXn-E+ poHXn-HJ;} do + N y.off[H/\E]?-VXn-dc =o0,
s(t)

dalla quale, per larbitrarieta della porzione di strato s (#), si deduce
(1) mvog - (vg — V) Xn —mvi o1 - (v — V)Xn -+ mvy (vo—w)n -
+ = [ B+ poH2in — [y EXn-E + po HX n- HI; +
+ €0 Mo [H/\E]% VXn=o0,
che ¢ l'equazione di discontinuita derivante dal teorema della quantitd di

moto.

4. Consideriamo ora l'equazione dell’energia ®
28 o \ . 9
(16) mv(ﬁ +- grad @><v) = — div (mvyw) + EXI,

dove & ¢ l'energia totale riferita all’'unitd di massa, somma  dell’energia
cinetica e dell’energia interna. Ritenendo costante I'energia interna, possiamo
porre 8 = %vz. Inoltre la densita di corrente elettronica ¢ data da I= —evov,
e allora ’equazione precedente diventa

\

(17) my ;-%(L 7/2) -+ grad (% 7/2)>< vs -+ div(mvgvv) + evoXE = o,

2

(3) C. AGOSTINELLI, Magnetoffuidodinamica, Loco citato in (2), Cap. 11, § 2, n. 4.
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che per l'equazione (5) di continuita si puod scrivere
3 .
(18) a—f<%mvv2>+dlv(%mvz-vv —l—mvﬁ-vv)—t—evvszo.

D’altra parte, moltiplicando ambo i membri della (2) scalarmente per E,
si ricava

)
evo X E == (g E)X E

:,(

3
0

_“G €0E2+%“0H2) — div(HAE).

rotH XE =

(5]

&f
o=

eOEz) — div(HNE) — rot EX H =

ot

Sostituendo nella (18), e integrando rispetto al dominio D (#), si ha

o [I] 34 men e e+
D(f)

- %%mvz-van +mvd-voxn —HANE Xn | do=o0,
S{t)

cio¢, per la (7), dopo qualche semplificazione si ottiene

w2

D@)

1 1 1
?mvvz —I—-Z—EOEZ —Jl-?p.OHﬂv dr —

|

— U 3-;—80}32 —‘r%ponz vXndo —I—fJ{mvﬁ-van—H/\EXn}dcgo.
St S
Passando al limite, applicando la formula (8), col solito procedimento e alcune

ulteriori semplificazioni, si perviene all’equazione

(I1T) V2 va (vo—V)Xn— -;— mos (1—V)Xn-+ mvg (vovz — viv)) Xn —

I
—% [sOEZ—}—p.OHz]%-VXn—[H/\E]?Xn =o0,

che ¢ ’equazione di discontinuita derivante dal teorema dell’energia.

5. Integrando infine ambo i membri della (1) rispetto al dominio D (#),
si ottiene facilmente

(21) ﬂnAEdc:H @0H~v><n‘dc—%fff uoH - dr

)
S S D)

e passando al limite si deduce
av) n A[E)} = uo[H]i - VXn,

che ¢ lulteriore equazione di discontinuita derivante dalle equazioni di
Maxwell.



504 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. ¢ nat. — Vol. XLVIII - maggio 1970 [266]

Dalla (IV) si ricava subito [H,]} = o, si ha cio¢ la proprieta ben nota
che la componente del campo magnetico normale al fronte d’urto, & continua
attraverso lo strato d’urto.

Se indichiamo semplicemente con V la componente normale della velo-
cita di avanzamento del fronte d'urto, e con I'indice 7 le componenti normali
della velocita elettronica, del campo elettrico e del campo magnetico, le equa-
zioni di discontinuita (I), (IT), (III) e (IV) si possono scrivere anche:

V(@ — V)] =o
my (v, — V) - 02 +m2 [vPn + — [eo E2 + poH22 n —
1 oVl 5 %o Po 71y
V) — [00E, E + poH, - HJ? 4 ¢qug [HNE] -V =0
5 v (0, — V)Rl [vo, I — L [egE? 4 ug H2- V—[HAExn]2 =0

n A[ER = u [H]}-V.

6. Applichiamo ora i risultati ottenuti al caso di un’onda d’urto piana
che avanza in un plasma a riposo. Sia allora v; = v la velocitd a valle, e
vz = 0 quella a monte. Supponiamo inoltre che il campo elettrico e il campo
magnetico siano ortogonali fra loro e paralleli al fronte d’urto. Se scegliamo
I'asse x nella direzione della corrente possiamo porre

(22) E,=o, EE=E, Eik=0 ; H,=o0, H =0, H,=H,

x y

e il sistema di equazioni (V) si riduce al seguente
(23) V2V = Vi (V — 7/)

(24)  mn(V—0) v +mvf (p—1) + = [ B2+ g H2? — gy 0 [HE2V = o

(25} —;—mvl 02 (V — ) — miv v — % [eo E® + o H?ZV 4- [HE]? = o
(26) [E]} = o V [H]] .
Ponendo
. Vi . \% . El . H1
(27) X——--‘J—z———-m y Y——E ) Z—H2!

le equazioni (24), (25) e (26) diventano ‘
(28) mngz(I—gI(—)‘Fmﬂsz(I‘”X> ‘|“,_i‘€0 E3(1—Y?) +
+ % woHI(1—2Z%) —equeHy Es V(1—YZ) = o

(20) V(1= —;(—) — ity V (X —1) — ~ e Ej V(1 —Y?) —

— — o H3V(1—2Z% + H2 B2 (1 —YZ) = o

(30) 1Y = % (1—72),
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che ¢ un sistema di tre equazioni in X ,Y,Z. Per ridurci a un’equazione in
cui € incognita la sola X, osserviamo intanto che sommando la (29), con la
(28) moltiplicata per V, si ha

(31) (I——%)(g——»%)—«uc(}{—l)—|—M(I——YZ)=0.
Inoltre, moltiplicando la (29) per ¢, u,V, e sommando con la (28), si ottiene
(32) (=) +38(i— %) —«t+B X—1) +

+NGa@—Y)+P(1—27% =o,

dove si & posto

2
o v? V?\ HoE;
ot':vg ) B:L‘Z ) MZZ(I'—'—C?)W
(33) . . .
N — I I_l/j € Ey P! [— v?\ u H, — 1 V2 Va
2 2 | mvsV2 — 2 Jmvave T 2\ a2 Ve’

essendo ¢ = 1/(gy ) il quadrato della velocita della luce nel vuoto, e
V, = HyJu/(mvy) la velocita delle onde di Alfvén.

Alle equazioni (28) e (29) possiamo allora sostituire le (31) e (32), alle
quali va associata la (30), dove porremo ancora

Q _ o VH, .

2

(34)

Ricavando dalla (30) i valori di 1—YZ e di 1—Y?2, in funzione di { =1 — Z,
e sostituendo nelle (31) e (32), si hanno le equazioni
E=(1— ) 3—%)— 42X —1) =MLQL—Q+1)] =
—C[4P-L—M(Q + 1)
g = <1_Y) [1 —}—%B(I»«%)}—M(I—{—B) (X —1) =
— C[(NQ? + P) L — 2 (NQ + P)],

dove per semplicitd si sono indicati con £,% i primi membri.
E bene osservare che fra le quantita M, N, P, Q sussistono le relazioni

(36) MQ=4P , NQ=-BM , NQ?=pgP.
Eliminando ¢ fra le (33) si ricava

_ (1B E—4n
8% CCa—mM@—D

Sostituendo nella prima delle (35), riducendo a forma intera, ed escludendo
la radice X =1, che corrisponde al caso in cui non vi & urto, si ha infine
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I'equazione
(38) SR =X —1) X+ 12+
+ 25 Q=D X {20@Q—D X+ (2—Q X +Q} =o,
che e di 4° grado in X, e si tratta di vedere se ammette radici méggiori di 1.
Il coefficiente di X* ¢ positivo e quindi ilXEr:oof(X) =--oco. Si ha inolire

Jf(0) = —1, e pertanto la (38) ammette certamente una radice negativa che
va scartata, e una radice positiva.

Per X =1 si ha

(39) SO =4F Q=0 +2Q—1],

e risulta f(1)<<o per

(40) a>1 , 2=lcQ<r; oppure per o<a<I, 0<Q<T.

o

In questi casi si ha certamente una radice della (38) maggiore di 1, e quindi
una possibile onda d’urto, che pud realizzarsi quando il campo magnetico
¢ sufficientemente debole.
Se 1<Q < 2, risulta /(X) >0 per X > 1, e in questo caso non esiste
alcuna radice della (38) maggiore di 1, e pertanto non pud aversi onda d’urto.
Per vedere ora se la (38) ammette una radice maggiore di 1 per Q> 2,
poniamo Q) = ¢ + 2, con che la (38) diventa

(41) ) =X—1) X+ 1?2+

2

+ 2 @+ DX alg+ 1) X —gX h gt 2] =o.

Affinché questa equazione ammetta una radice maggiore di 1, ¢ necessario
intanto che per X >1 sia

(42) 20(g+1)X2—g¢gX +¢g+2<o0.

Cio sara possibile se gli zeri del primo membro sono reali e quindi
(43) (1—8a)g?—24a9g— 160 >0.

Occorre allora che sia

(44) a<g , g>4{30+Yal@t D HI—8x).

In questo caso detti X;, Xz, (X1< Xp), gli zeri del primo membro della (42),
con

45) o = e FIF—8alg T DG T 2)}H4% g+ 1)]



[269] CATALDO AGOSTINELLI, Swlle onde d’urto in un plasma, ecc. 507

la (42) & verificata per X;< X< Xz. Consideriamo il valore medio
X=X+ X9z =¢/l4a(g + 1],

e osserviamo intanto che per valori di « e ¢ soddisfacenti alle (44) risulta,
come si verifica facilmente, X*> 1.

Allora se f(X*)< o avremo una radice della (41) maggiore di X*, e
quindi maggiore di 1. Ora dalla (41) si ha f(X*)<o se

4o(g+2) (X —1) (X* 12
(46) M> o 8ug 1) @+ 2)]

Concludendo, se i valori di « e ¢ verificano le relazioni (44), ed & soddi-
sfatta la condizione (46), si ha, per

Q>2+4{3¢ +Vala+1}(1—8a),

e quindi per campi magnetici sufficientemente intensi, una radice della (41)
maggiore di X*> 1, e quindi una possibile onda d’urto.

40. — RENDICONTT 1970, Vol. XLVIII, fasc. 5.



