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Dinamica del plasma. —- Sulle onde d'urto in un plasma in 
eccitazione elettronica soggetto a un campo elettromagnetico. Nota (*} 
del Socio C a t a l d o  A g o s t i n e l l i .

Summary. —- In this paper we consider the motion of a hot plasma in an electromagnetic 
field, on the assumption that the ions are at rest, that the effect of the electron-ion col­
lisions is negligible and that the action of the electrons is equivalent to an isotropic pressure. 
On the supposition that a shock wave forms in the plasma, we establish the equations of 
discontinuity, through the shock layer, relative to electron velocity and density and the 
electrical and magnetic fields.

The results obtained are applied to the case of a plane shock wave that advances in 
a plasma at rest, and we determine the cases and conditions in which a shok wave can arise.

1. In  questa N ota considero le equazioni del moto (non linearizzate) 
di un plasm a, soggetto a un campo elettrom agnetico, nel caso in cui gli ioni 
si possano ritenere fermi, che sia trascurabile l’effetto degli urti elettrone­
ioni, e che l’azione degli elettroni, in agitazione term ica, sia equivalente ad 
una pressione isotropica, proporzionale al num ero di densità degli elettroni. 
Supposto che nel mezzo elettronico, inizialm ente in quiete, si formi u n ’onda 
d ’urto, m ediante applicazione del principio di conservazione della massa, 
del teorem a della quantità  di moto e dell’equazione dell’energia, vengono 
dedotte, dalle equazioni del moto e del campo elettromagnetico, le equazioni 
di discontinuità, attraverso lo strato  d ’urto, della velocità, del num ero di 
densità, del campo elettrico, e del campo magnetico. Per quest’ultimo si trova 
la proprietà ben nota che la componente norm ale del campo m agnetico è 
continua attraverso lo strato d ’urto.

I risultati ottenuti vengono applicati al caso di u n ’onda d ’urto piana 
che avanza in un plasm a a riposo, e m ediante una analisi approfondita si deter­
m inano i casi e le condizioni sotto le quali è possibile la formazione di u n ’onda 
d ’u rto .1 U no di questi casi si ha quando l’intensità del campo m agnetico è suffi­
cientemente debole; u n ’altra possibilità si ha invece quando il campo magnetico 
è insufficientemente intenso.

2 . Le equazioni (non linearizzate) del campo elettrom agnetico e del
moto di un plasma, nelle condizioni indicate, sono W :

(O rot E  =  —  A  (5X0 H) (4) div (s0 E) +  ev =  0

(2)
drot H  +  evv =  -^-(e0 E) (5) div (yv) +  =  O

(3) div H  =  0 (6 ) rm  _|_ m v 2 grad v -f-

-f- ev (E -j- v A fji0 H) =

(*) Presentata nella seduta del 9 maggio 1970.
(1) Cfr. C. AGOSTINELLI, Sulla propagazione di onde piane in un plasma etc. Questi 

« Rendiconti », voi. XLVIII, marzo 1970.
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dove E  ed  H  sono i vettori del campo elettrico e del campo m agnetico, s0 , (j.0 
la costante dielettrica e la perm eabilità m agnetica nel vuoto, « è la velocità 
m edia elettronica, m  la m assa e -  e la carica di un elettrone, v il num ero 
di densità elettronica duran te il movimento, v0 una velocità connessa con 
l’agitazione term ica degli elettroni.

Ciò premesso supponiam o che nel campo in cui si muove una corrente 
di plasm a si stabilisca u n ’onda d ’urto  costituita da uno strato d i  transizione 
paragonabile a una superfìcie di discontinuità.

Per stabilire le equazioni di discontinuità attraverso il fronte d ’urto 
ricordiam o intanto che se F  (x , y  , z  , t) è una funzione derivabile definita 
in una regione dello spazio contenente il dominio D (V), lim itato dalla super­
ficie S (t), variabile col tem po t, si ha <2>

( 7 )  i f f f F d T = f f f ^ r dT +  f [ F ' v ><n d a ’
D(i) D(/) S (t)

dove n è il versore della norm ale esterna alla superficie S(f),  e F  è la velocità 
dei punti di S (if).

Inoltre se il dominio D (t) comprende nel suo interno una porzione arb i­
tra ria  s(t)  dello strato  d ’urto, attraverso il quale supponiam o che la funzione F 
sia discontinua, e si passa al limite quando il detto dominio si riduce a 
questa porzione di strato, si ha

(8) hm CL j ' j j  F d v  =  J f ' ï '2  (v 2 — V ) / n d a —  j ’j  F x ( v x —  V)  X n do ,
D(0 s(t) s(t)

dove F i , F2 sono i valori di F, e tq  , t>2 i valori della velocità della corrente, 
a valle e a m onte del fronte d ’urto.

Le relazioni (7) ed (8) sussistono ovviam ente anche se in luogo di una 
funzione scalare F  si ha una grandezza vettoriale.

3. Osserviam o che dall’equazione (5) di continuità, tenuto conto della 
(7), ove si ponga F  =  v, si deduce

che esprime il principio di conservazione della m assa contenuta nel volume 
D(f). Allora, in virtù della (8), per F  =  v, si ottiene

(9) v2 (»2 —  V)  X n ■ d a  —  vj. (*q —  F) X n ■ da =  o  ,

Ht) j(0

(2) C. A gostinelli, Magnetofluidodinamica, Cap. VI, § 4, Edizioni Cremonese, Roma
1966.
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e per l’arb itrarietà della porzione s(t)  di superfìcie d ’urto, in ogni punto di 
questa superfìcie si avrà

(I) v2 (v2 —  V) X n  —  vx (vi — F) X n  =  o ,

che è l’equazione di discontinuità derivante dal principio di conservazione 
della massa.

4. D all’equazione (6) del moto ricaviam o ora

(io)

D (0

e risulta

( i o

(12)

dv j  1 m» d r  4 - d t

dv ,v - r - d ì  =  d t

J  ( J  mv\ S?r a d  v  d T  +  J J j  g v  ( £ +  A (x0 H)
D (*) D(0

dv =  o

D(0 D(t)
(yv) d v .+ J j  vv X n -  v da =  

S(/)

3^ v v • d v ,

D(0

grad v • dv =  J  J  vw • der .
~D(0 S(0

Dalla (4), tenendo conto della (1) e della (2), e introducendo le diadi 
(e0E  , E), ([i0H  , H), si ha successivamente

evE =  —- diviv (s0 E) ■ E  =  —  grad (s0 E , B )  +  rot E  A s0E  +  grad s0 E2) =

=  grad j 4  s0E2 -  ( ^ E , E )  j -  e0 ^  —  A E  =

=  grad I 4 S0 E2 (s0 E ,  E)  +  4  î 0H 2 —  ([l0 H ,'H) | —

3 .
— £o ^0 -97 A E ) —  evv A [X0 H  ,

da c u i1 segue

gv ( E + v A i l 0 H )  =  grad j — s0 E2 + ~  f%H2 — (s0 E , E )  —  (\i0 H , H )  \

-— £o Ê-o 4 f ( H A  £ ) •

Integrando rispetto al dominio D (f), e avendo riguardo alla (7), si ricava

(13) ev (E -f  v A [i0 H)  dv =
D (0

Stf)
! - ( s 0E2 +  ^oH2) n  —  eoE  X n - E  — [x0H X n - HÌ  da —

d 
d t H  A E  dx +  £0 [ji0 I H A E - v X n - Ó T .

B(t] { { )
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Sostituendo (11), (12) e (13) nella (io), abbiam o

(14)
d

D(0
mvv  dv +  J J  mv2 • vw da +

s(o

+  J J  E2 4” u-o H 2) n —  e0E  Xn -  E —  p,0 i /  X w • H  j dar —
S(0

d
— £° ^  ~d7 H  A E  dT +  s0 l ô H A E - v X w - d a  =  o .

D(9 S(0

Passando al limite, facendo tendere il dominio D (t), allo strato s(t),  e appli­
cando la (8), dopo alcune semplificazioni si ottiene

{wv2 ì!2i ( » 2 -  f ) X «  —  m v i v i - ( v i  — F ) X w } d a d -  
40

+  J J  mv%(v2 —  vi) n d a  +  f j  I - t  [s0E2 +  [J.0H 2]i • n —
40 '*(/)

—  [s0 E X r i ‘ E-{~ [io H  X n  • H ]\} da -f  s0 p0 | M ^A F ]i- V Xw-da  —- o,
s(0

dalla quale, per l’arbitrarietà della porzione di strato s (t), si deduce 

(II) m v v 2 • (v2 — V ) X n  — mv± v\ • (vi —- V) X n - f -  mv^ (v2 — -vi) n -|

+  ~  [£oE2 +  (XqH2] i n —  \s0 E  X n - E  +  fX0JfX n ■ H]l  +

+  e0 fx0 [H A 2?]i -V X n  =  o  ,

che è l’equazione di discontinuità derivante dal teorem a della quantità di 
moto.

4. Consideriamo ora l ’equazione dell’energia

(16) r m -f- grad & X =  — div (mv2 v i») +  E X I ,

dove ê è l ’energia totale riferita all’unità di massa, somma dell’energia 
cinetica e dell’energia interna. Ritenendo costante l’energia interna, possiamo 
porre <§ =■ ^ - v 2. Inoltre la densità di corrente elettronica è data  da 1 =  —-evv, 
e allora l’equazione precedente diventa

(17) rm  I ~  v2J -f- grad z/2j X v | +  div (mv20 vv) +  e w  X Ë  =  o ,

(3) C. A gostinelli, Magnetofluidodinamica, Loco citato in (2), Cap. II, § 2, n. 4.
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che per l’equazione (5) di continuità si può scrivere

(18) —  (— m vv2̂  +  d iv  i^ -m v2 • vu +  mv\  • vuj +  evv  X E  =  o .

D ’altra parte, moltiplicando ambo i m em bri della (2) scalarm ente per E , 
si ricava

3e v v X E  =  (e0 E)  X E  — rot H  X E  =

=  —  ( ~  S0 E 2) —  d iv  (H A E)  —  ro t  E x H  =

=  V  ( t  £° E2 +  T  ^0 H 2) — div (H A E )  .

Sostituendo nella f i 8), e integrando rispetto al dominio D (/), si ha

O T  J j J  A j T W + T £oE2 +  A [XoH2j +

D(/)

— mv 1 • vu X n -fi mv* * vu X n —  H  A E  X n j der =  o  ,

S(0

cioè, per la (7), dopo qualche semplificazione si ottiene

(20) - A  j j j  I — mvv* +  — s0 E2 - f  — [x0H 2 * dx —
dÌ)

{ mvl  • vu X n  —  HA E  X n } der =  o . 

S(0 S(0

Passando al limite, applicando la form ula (8), col solito procedim ento e alcune 
ulteriori semplificazioni, si perviene all’equazione

( I I I )  — m v  2 v\  («2 —  F )  X n ------ — mv  \ (vi  —  V ) X n Jr mv\  (V2U2 -— viui )  X n  —

—  -  [s0E2 + [ x 0H 2]L  F x m  —  [ H A £ ] Ì x b  =  o ,

che è l’equazione di d iscontinuità derivante dal teorem a dell’energia.

— j j  I £° -k2 +  ~  ^0 H 2 I v x  n da +  j j

5. Integrando infine am bo i m em bri della (1) rispetto al dominio D (t), 
si ottiene facilmente

(21) n A E  da [i0H  • u X w • der — _d_ 
d t

s  (/) s (/) D (t)
e passando al limite si deduce

^0H . dv ,

(IV) n A[ E] l  =  y.0 [ H ] l - V x n  ,

che è l’ulteriore equazione di discontinuità derivante dalle equazioni di 
Maxwell.
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Dalla (IV) si ricava subito [ H j  =  o, si ha cioè la proprietà ben nota 
che la componente del campo magnetico norm ale al fronte d ’urto, è continua 
attraverso lo strato d ’urto.

Se indichiam o semplicemente con V  la componente norm ale della velo­
cità di avanzam ento del fronte d ’urto, e con l’indice n le componenti normali 
della velocità elettronica, del campo elettrico e del campo m agnetico, le equa­
zioni di discontinuità (I), (II), (III) e (IV) si possono scrivere anche:

[v (v„ V )]2 =  o

[mv (v„ —  V) • w]2 +  mv^ [v]2 « + - [ e 0 E2 +  p,0 H 2]2 n  —

(V) —  [s0 E , • E  +  [x0 H„ • H}\  +  s0 fx0 [Hf\E}\ ■ V  =  o

— m [ w 2 (vn — V)]2 +  otz>2 [vs/J2 —  — [s0E2 +  iì0 H 2]2 ■ V -  [flA E x  « ]2 = 0

« A [£ ]2 =  y.0 [ H ] l - V .

6. Applichiam o ora i risultati ottenuti al caso di u n ’onda d ’urto piana 
che avanza in un plasm a a riposo. Sia allora =  v la velocità a valle, e 
v2 =  o quella a monte. Supponiam o inoltre che il campo elettrico e il campo 
m agnetico siano ortogonali fra loro e paralleli al fronte d ’urto. Se scegliamo 
l’asse .r nella direzione della corrente possiamo porre

(22) Ex =  o , Ky =  E , Ez =  o ; H .̂ — o , =  o , =  H ,

e il sistema di equazioni (V) si riduce al seguente

(23 ) V2V  =  V ! ( V — *)

(24) mv1( y  — v ) v + m v l ( y 2 —  Vj.) +  ^-[s0E2 +  [i0H2]2 — so!jl0[HE]2V =  0

(2 5) -T v2 (V —  v) —  mv\  vi v —  ~  [e0 E 2 +  p,0 H 2]2 V  +  [H E ]2 =  o

(26) [E]f =  (x0V [ H ] 2 .

Ponendo

(27) TE _  V
v2 V — v z  = Hp

H2 ’

le equazioni (24), (25) e (26) diventano

(28) »*vaV2 (1 —  JL) +  m v\ v2 ( I  _  X) +  -  s0 E | (i —  Y2) +

+  4  [xo H| (i — Z2) — s0 N H2 E2 V (i — YZ) =  o

(29) 4  V3 (1 -  4 -)2 -  v2V ( X - . ) - j  s0 E | V (i - Y 2) -

- - A - ^ H l V O —  Z2) +  H 2 E2 ( i —  YZ) =  o

(30) i - Y = J ^ ( i ~ Z ) ,
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che è un sistema di tre equazioni in X , Y, Z. Per ridurci a u n ’equazione in 
cui è incognita la sola X, osserviamo intanto che som m ando la (29), con la 
(28) m oltiplicata per V, si ha

( 31) (1 — A  ) ( 3 — x )  — 4 * (X  —  I) +  M (1 — YZ) =  0 .

Inoltre, m oltiplicando la (29) per s0 ;j.0V, e som m ando con la (28), si ottiene

(32 ) (1 v )  [1 + Ì p ( i x ) ]  a (l +  ß) (X —  1) +

+  N ( i  — Y2) +  P ( i  — Z2) =  o ,

dove si è posto

(33 )
V2

N = d _ ( i - V
c2

_  V 2
, . M = 2 | \ H2E2

e2 : ) mv2V3

t-2
£0 ^2 P = : — f\ - S \ ^0 ^2

mvpV2 y 2 \, mvpV2 2 \ fi J V2

essendo c% =  i/(s0 p,0) il quadrato  della velocità della luce nel vuoto, e 
y  a =  H 2l/[A0/(V/V2) la velocità delle onde di Alfvén.

Alle equazioni (28) e (29) possiamo allora sostituire le (31) e (32), alle 
quali va associata la (30), dove porrem o ancora

(34) Q =
!*oV H 2

R icavando dalla (30) i valori di 1 — YZ e di 1 — Y2, in funzione di Ç =  1 — Z, 
e sostituendo nelle (31) e (32), si hanno le equazioni

(35)

4 «.(X — i ) - M Ç [ Q Ç  — (Q +  i)]

^ Ç [ 4 P - Ç - M ( Q  +  I)]

71 =  I( i - ^ ) [ i + T ß ( i _ ^ ) ] _ a ( i +  ß) (X 1) =

=  Ç [(NQ2 +  P) K -  2 (NQ +  P)] ,

dove per sem plicità si sono indicati con \  , 7) i prim i membri.
È  bene osservare che fra le quan tità  M , N , P , Q sussistono le relazioni

MQ =  4 P , N Q = - ( 3M(36)

Elim inando Ç2 fra le (35) si ricava

NQ2 =  ßP .

(37) K =
(I + ß ) g — 47)

( i - ß )  M ( Q - i )

Sostituendo nella prim a delle (35), riducendo a form a intera, ed escludendo 
la radice X = 1 ,  che corrisponde al caso in cui non vi è urto, si ha infine
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l’equazione

(38) / ( X ) s ( x  — I ) ( X +  1)2 +

+  ^ ( Q - 0  x 2 { 2 a (Q 1) x 2 +  (2 — Q) x  +  Q} =  o ,

che è di 4 0 grado in X, e si tra tta  di vedere se am m ette radici maggiori di 1. 
Il coefficiente di X 4 è positivo e quindi il lim / ( X )  =  4- 00. Si ha inoltre

X—̂ ±00
f  (9) — —  L e pertanto  la (38) am m ette certam ente una radice negativa che 
va scartata, e una radice positiva.

Per X =  i si' ha

(39) / ( I )  =  ^  (Q —  I) [I +  OC (Q — I)] ,

e risulta / ( i ) < o  per

(40) a >  i , - a  rc J- <  Q <  i ; oppure per o <  a <  1 , o <  Q <  1 .

In  questi casi si ha certam ente una radice della (38) maggiore di 1, e quindi 
una possibile onda d ’urto, che può realizzarsi quando il campo magnetico 
è sufficientemente debole.

Se i <  Q < 2 ,  risulta /  (X) >  o per X >  1, e in questo caso non esiste 
alcuna radice della (38) maggiore di 1, e pertanto non può aversi onda d ’urto.

Per vedere ora se la (38) am m ette una radice maggiore di 1 per Q >  2, 
poniam o Q =  q +  2, con che la (38) diventa

(41) / ( X ) s ( x — I) (X +  I)2 -P

+  te +  0  x 2 [2«te +  i ) x 2- ?x  +  ? +  2] =  o.

Affinché questa equazione am m etta una radice maggiore di 1, è necessario 
intanto che per X >  1 sia

(42) 2 oc (g +  1) X2 —  q X  - f  Ç +  2 <  o .

Ciò sarà possibile se gli zeri del primo m em bro sono reali e quindi

(43) (1 — 8 a) q1 —  24 otq — 16 a >  o .

Occorre allora che sia

(44) « <  4  . q >  4 { 3 a +  y<* (a +  I) }/(i — 8 a) .

In  questo caso detti X i , X2, (X i<  X2), gli zeri del primo m em bro della (42), 
con

(45) Xai =  y?2 —  8 a ( ÿ + 1) (ÿ + 2) } / [ 4 a ( ÿ + 1)]
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la (42) è verificata per X i <  X <  X 2. Consideriamo il valore medio

X * = ( X 1 +  X2)/2 = y /[4 a (* +  !)] ,

e osserviamo in tanto  che per valori di a  e q .soddisfacenti alle (44) risulta, 
come si verifica facilmente, X* >  1.

A llora se / ( X * ) <  o avrem o una radice della (41) maggiore di X*, e 
quindi maggiore di 1. O ra dalla (41) si ha / ( X * ) < o  se

(46) M  ^  4«(y +  2) ( x «  — i ) ( x «  +  i)«
X*2[?2__8 a ( ? + I )  (? +  2)] '

Concludendo, se i valori di a  e q verificano le relazioni (44), ed è soddi­
sfatta la condizione (46), si ha, per

Q > 2  +  4 { 3 « + y a ( a + i )  }/(i —  8 a) ,

e quindi per campi m agnetici sufficientemente intensi, una radice della (41) 
maggiore di X * >  1, e quindi una possibile onda d ’urto.

40. — RENDICONTI 1970, Vol. XLVIII, fase. 5.


