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Geometria. — Limitation du nombre de points d ’un (k , ?i)—arc 
regulier d ’un plan projectif fin i. Nota di X avier  H ubaut, presen
tata (*} dal Socio B, S eg re .

RIASSUNTO. — In un piano proiettivo finito definiscesi {k , n}-a.rco regolare un insieme 
di k punti che am m ette delle ^-secan ti e tale che ogni retta lo incontra in 0 ,1 ,  ovvero 
n punti soltanto. Vengono provate delle limitazioni per k  relativam ente ad un arco siffatto.

i. Introduction.

On appelle {k , %}-arc [1], un ensemble de k  points d ’un plan projectif 
fini tel que toute droite ait en commun au plus n points avec cet ensemble 
et q u ’il existe une droite ayan t exactem ent n points en com m un avec l’en
semble. U n  {k , ^}-arc est dit régulier si chaque droite le rencontre en o , 1 
ou n points; ces droites sont respectivem ent appelées non sécantes, tangentes 
et sécantes; dans la term inologie introduite en [7] ce sont des {k , ^}-arcs 
de type (o , 1 , n), de type (o , n) ou de type (1 , n). A  tou t {k , ^}-arc régu
lier est associé un système de Steiner S (2 , n ; k), inversém ent un système 
de Steiner donne naissance, lorsqu’il est plongeable dans un plan projectif, 
à un  {k , ^}-arc régulier.

De m ême l’étude de sous-ensem bles du plan projectif sur lesquels opère 
un groupe 2 -tra n s itif , de collinéations [2] se remène à la déterm ination de 
certains types de {k , ^}-arc réguliers.

D ans la suite nous considérerons toujours des { k , ^}-arcs réguliers. En 
1966, Tallini—Scafati a donné entre autre une lim itation du nom bre de points 
d ’un {k , ^}-arc d ’un plan  d ’ordre q [7]. Nous déterm inons d ’autres lim ita
tions du nom bre de points; plus précisément nous dém ontrons les deux théo
rèmes:

Théorèm e i. Pour un {k , n)-arc avec n >  4, Fune des deux inégalités 
suivantes est satisfaite',

k —  i < - ( ?  —  0>

{n —  1) (3 +  1) —  <  k  —  i <  (n — 1) (3 +  i) .

Théorèm e 2. Pour un {k , n}-arc à tangentes on a:

k —  i < q f q -

Nous remercions M. Jean Doyen qui nous a fourni de précieux rensei
gnem ents bibliographiques et M m e Tallini Scafati pour les conseils donnés 
pendant la rédaction de cette Note.

(*). Nella seduta del 9 maggio 1970.
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2. Quelques formules.

Du système (1), (2), (3) [7], un calcul élém entaire donne respectivem ent

k(k-— 1) 
n{n-—■ 1)

1 ^ —■q +  I ---------------■L -2-7 ---

les nom bres de

sécantes s  =

tangentes T  =

non sécantes R =R =  g»+ 9 +  i — k(ç +  i) + k { k ---- i)

3. Rappel de quelques résultats connus.

1) {k , n)—arcs sans tangente de type (1 , n) [7].
/è 4- 1L a condition T  =  o donne q +  1 =  -------- •2 n — i

i a) Pour n =  q i on a le plan projectif.
i b) Si K  est un {k , ^}-arc proprem ent dit sans tangente (c’est-à -d ire  

n <  q -f- 1), par un  point extérieur passent  ̂ sécantes de n points: il en résulte 
que k — ns.

A ux {k , ^}-arcs réguliers sans tangentes correspondent des systèmes 
de Steiner S (2 , n ; q (n —  1) +  n) avec q == o (mod n) [1]. E n particulier 
pour n =  q, on obtient S (2 , q , q2) c’est-à -d ire  un plan affin d ’ordre q. Pour 
n =  2 (dans ce cas q est pair) on obtient S (2 , 2 , q +  2) et le {k , 2}-arc 
est la réunion d ’un ovale et de son noyau. Pour n ~  qj2 le système

S ^2 , est le dual du précédent: les points sont les non-sécantes

et les droites sont les points du plan n ’appartenant pas à l’ovale [5]. D ’une 
m anière générale à tou t système sans tangente est associé un système dual 
du type décrit ci—dessus.

On ignore s’il existe d ’autres arcs de ce type, en particulier pour les plus 
petites valeurs de n et y, respectivem ent 3 et 9, on n ’a pas pu prouver l’existence 
d ’un S (2 , 3 , 21) dans un plan d ’ordre 9. Si cet arc existe on a dém ontré 
[3] ^ ue plan ne Peut Pas ^tre arguésien.

2) {k , n)-arcs sans non-sécantes, de type (1 , n).

La condition R  =  o donne

^  +  ç +  i - k ( 3  +  i) +  ^ C Û .  =  o ,

c’est-à -d ire
nq2 — nq (k —  1) +  (k — 1) (k — ri) — o ,

or
k — i == o (mod n —  1) et nq2 =  o (mod k —■ 1) ,
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d ’où nq2 =  o (mod n — i) et par suite q2 ~  o (mod n —  i). Dans [7] 
prop. V i l i  (p. 1022) on a prouvé entre au tre : si q = p r, à l ’exception du plan 
projectif, deux cas sont possibles:

2 a) U n  système S (2 , ]/q , q Y q + 1)^ U n  exemple en est fourni par 
les courbes d Tl ermite d equation XV Y Y" -j- ZZ =  o d ’un plan de Galois 
d ’ordre p 2s [4].

On ignore s’il existe d ’autres arcs de ce type.

2 b) U n  système , f q  + i , q + Vq +  ï)*- il s ’agit d ’un sous-plan 
de Baer, d ’ordre p s d ’un plan d ’ordre p 2s.

4. L imitation de nombre de points d’un {k , n}-arc régulier.

A )  U ne première lim itation triviale est donnée par la relation T  >  o, c’est- 
à -d ire  k —  i <  (n —  1) (3 + 1 ).

L a relation R  >  o donne

—  k (nq +  n +  i) +  nq2 +  nq +  n >  o .

Calculons le discrim inant de cette fonction du second degré en k\

S =  n (n —  4) q2 - f  2 n {n — 1) q +  (n —  i)2 .

U n  calcul élém entaire m ontre que si n >  4, on a

S >  I (n — 3) q +  n +  2 I2 .

On en conclut que l’une des deux inégalités suivantes est vérifiée

k <  39 2 ’ ou k > ~ \ { 2 n  — 3)  ̂ +  2 « +  3 I-

THÉORÈME i. Pour un {k,n}-arc régulier d ’un plan d ’ordre q l'une des 
deux inégalités suivantes est satisfaite, si n >  4 :

O  — 0  (3 + 0  —  V F “  < k — i <  {n —  0  (g +  ï) ,
ou

k —  1 <  j -  (3 —  0  •

B)  Supposons que l ’arc possède au moins une tangente en un point, et par 
suite, en tout point. (Les arcs de type (1 , n) é tan t déterm inés [7]).

P ar un point de l’arc passent - 1 sécantes. Posons 

k — i
—-----=  q — a avec a >  o .n -— i 1 —

Exprim ons la condition R >  o ; après calculs il vient

(n —  O2 (oc +  i ) (q — a) — (n —• i) a q —  q2 <  o .
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En posant y2 A2 =  q2 | a2 +  4 (a -f- 1) (q — a) |, on a

oc —  A  oc +  À-------  —-------  <  n   I <  q  ;--- ;---T—-------r- *
2 (a +  i ) { q  — oc) —  * 2 (a +  1 ) ( ç — ol)

L a lim itation inférieure est sans intérêt car n — 1 >  o. En m ultipliant 
par q — a on obtient:

or

k — i < g ( «  +  A )  ^
2 (a +  1)

2 (a -f i ) — V# > en pour a =  o l’égalité est vérifiée.
Supposons a >  o :

. >  tq <==> a +  A >  2 (a +  1) fq <=*• A >  2 (a +  i) Yq — a =>

a2 +  4 (a -f- i) (q —  a) >  4 (a +  i)2 q +  — 4 a (a -f 1) fy <==>

a (oc + 1 )  L? >  a (a + 0  (ç + 0  => fq >  q +  1 ce qui est im possible:
OC -f- À _si a >  o on a ——-—r <  yq .2(a +  i)

On a donc quel que soit oc le

Théorèm e 2. Pour un {k , n}-arc à tangentes on a:

k —  i <  q yq (N) ,

le signe d ’égalité n ’ayant lieu que pour la valeur oc =  o, ce qui correspond 
à un arc hérm itien [7].

En particulier, ce résultat fournit des renseignements pour la déterm ina
tion d ’ensembles de points d ’un plan projectif sur lesquels opère un groupe 
2-transitif, on voit q u ’il ne peut s’agir que de {k , ^}-arcs réguliers sans tan 
gentes ou alors que l’inégalité (N) est satisfaite.
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