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Analisi matematica. — Su/l'unicitc della soluzione limitata di
una diseguagliansza variazionale devoluzione. Nota di Marco Birori,
presentata @ dal Corrisp. L. AMERTIO.

SUMMARY. — We show a unicity theorem for parabolic evolution inequalities.

Consideriamo uno spazio di Banach reale V, sia V¥ il suo duale. Indi-
chiamo con || || la norma su V, con (,) la dualita fra V e V¥, con | ||
la norma duale su V*.

Sia H uno spazio di Hilbert identificato con il suo duale per il prodotto
scalare (,) e sia | | la norma definita su H dal prodotto scalare.

Sia VCHCV*, V identificato con un sottospazio denso di H e I'iniezione
di V in H sia compatta.

Sia K un insieme chiuso e convesso di V.

Consideriamo la diseguaglianza variazionale.

f{@' @yv@)—u@®) +Au@),vO)—u@) —(fO),vO—u@)}d =

> (o) —u@) P—|v @) —u@) )
Vo) e{v@®)]v @) ehR; V)Y () € R; V)0 () €K quo.}
Yo e{v@®)|v@)eh- R; VINCR;H)z ()€K q.o.}
ove A:V—>V* e
@) A ¢ limitato, monotono, emicontinuo
6) (Av,v) = ol v|? «>0,p=2, VveV
) {Aw—Av,w—v)>alw—uv]|?, Vo, weV
) JAv|[* <cllv|p7t ¢ >o0 VveV
e f(O)€h. R; V¥ (p' indice coniugato a p).
Si ottiene il seguente risultato.
TEOREMA 1. Swupponiamo che la diseguaglianza d’evoluzione considerata

ammetta una soluzione u (t) lLmitata in H su tutto lasse, essa é unica.

Nella dimostrazione del Teorema I usiamo un metodo introdotto da
Lions [1], per dimostrare l'unicita della soluzione del problema di Cauchy
per una diseguaglianza d’evoluzione analoga alla considerata.

Siano # (£) e #* (#) due soluzioni limitate su tutto I'asse in H della dise-
guaglianza considerata.

(*) Nella seduta dell’t1 aprile 1970.
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Poniamo

w (l‘) _ u (%) +2”* @ .

Fissiamo arbitrariamente #, e #,.
Definiamo w, (#) mediante la relazione

nay (2) 10y () = w (2

1,1
[1,1] wy () =w (t) .
Si ha, [1],
lim*w, =w in £2(z,4;V)
[1,2] 11—)0

lim e, (f) =w (f) uniformemente su (4 ,%,) in H.
-0

Poniamo nella nostra diseguaglianza d’evoluzione v (2) = oy, (2).

; Si ha

[E€®, 00 =) + A )00 O — ) — (/O 00 O} b =
) =4 ) — 6 — g () — ) 1)
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> {lwn (B)—a* () [P — |on (8) — u* (&) P}

da cui
[1,3] ﬁzwumwmﬁ—w@w+@wowmo—u@>+

+ (Au* () wy (8) —u* () — 2 (f () 0y () —w B)) } dt =
= { [l own () — 2 (®) [ + | ey (&) — ¥ () ] —

— [lwn (@) —u @) [P + [y (0) —u* () ]

Osserviamo ora che da [1,1] si ha
[1,4] max lim J(wn ), w, () —w () dt < o.
n—>0 v
Da [1,2] [1,3] e [1,4] segue
Jtane o —u@) + @ @), 00— )} =

= A[lw @) —u@) [P+ |w(t) —u* (&) 21—
—[lw@)—u@) P +|w@)—u*#)?]
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ossia
¢

[1,5] —g/kAu (O — B*(E) , 1 () — (D)) dt =

=l () — (@) [P — | (o) — () P} .

Da [1,5] si deduce che la funzione |z () — * (f)| & decrescente.
Per dimostrare la tesi basterd allora dimostrare che Ve >o0,z€R
esiste I < a tale che

2@ — ()] <.

Procediamo per assurdo.
Supponiamo che

lu()—u* ()] > Vi<a.
Da [1,5] si ha

g

" v

t

u () —u* (2 |? de%{[”@z) —u*(t) [P— | u (1) —u*(#) 2}

Poniamo #, = a si ottiene

— 2yt (a—t) = {|u(@) —u* (@) [P— | u(t) — o () 2}
ossia

o () — o (t) [P =2 ay? e (a—1y).

Facendo allora tendere # a — oo e ricordando che # (#) e #*(#) sono
limitate in H su tutto 'asse, si cade nell’assurdo.
La tesi rimane cosl provata.
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