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Analisi matematica. — Sull'unicità della soluzione limitata di 
una diseguaglianza variazionale d}evoluzione. Nota di M a r c o  B i r o l i , 

presentata (#) dal Corrisp. L. A m e r i o .

SUMMARY. — We show a unicity theorem for parabolic evolution inequalities.

Consideriamo uno spazio di Banach reale V, sia V* il suo duale. Ind i
chiamo con II y la norm a su V, con ( , ) la dualità fra V  e V*, con || ||* 
la norm a duale su V*.

Sia H uno spazio di H ilbert identificato con il suo duale per il prodotto 
scalare ( ,  ) e sia | | la norm a definita su H dal prodotto scalare.

Sia V C H C V * , V  identificato con un sottospazio denso di H e l’iniezione 
di V  in H sia com patta.

Sia K un insieme chiuso e convesso di V.
Consideriamo la diseguaglianza variazionale.

ft
j  {(v (t) , v (t) —  u (t)) +  (A u  (t) , v ( t )  —  u  (/)) —  ( f  (t) , v ( t )  —  u  (/))} d t  >  
h

> \ { \ v ( t 2) — U (t2) I2 —  I V (ti)—  u  (A) I2}

Vv (t) e {v  (t) I v if) e i'foc (R ; V) v (t) e £foc (R ; V*) v (t) e K q.o. }

Vv (t) e {z, (0  I * (t) e efoc (R ; V )n C  (R ; H) * (/) 6 K q.o. }

ove A  : V  ^  V* e
a) A  è lim itato, monotono, emicontinuo
b) (Av }!v) >  a y v \\p a >  o , p  >  2 , \fv e V
c) ' ( Aw  —  A v  ,w  —  v) >  a || w  —  v ||  ̂ , , w  e V
d)  Il A v  y* <  c II v l^“ 1 c >  o Vv E V

e /  (V) e Cfoe (R ; V*) (_p' indice coniugato a p).

Si ottiene il seguente risultato.

TEOREMA I. Supponiamo che la dis eguaglianza d'evoluzione considerata 
ammetta una soluzione u (t) limitata in  H su tutto Vasse, essa è unica.

Nella dimostrazione del Teorem a I usiamo un metodo introdotto da 
Lions [1], per dim ostrare l’unicità della soluzione del problem a di Cauchy 
per una diseguaglianza d ’evoluzione analoga alla considerata.

Siano u (t) e ^* (t) due soluzioni lim itate su tu tto  l’asse in H della dise
guaglianza considerata.

(*) Nella seduta dell’ 11 aprile 1970.
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Poniam o
w  f a

u (/) 4- U* (t)

Fissiamo arbitrariam ente tx e t2 .
Definiamo fa  m ediante la relazione

7] Wn f a  +  (it)  =  W f a

Wn f a )  =  w  f a )  .

Si ha, [1],

[M ]

lim* w n =  w  in 'it> , t2 ; V)
T) — 0

lim w n fa  — w  fa  uniform em ente su fa  , t2) in H.
T] -^0

Poniam o nella nostra diseguaglianza d ’evoluzione v f a = w n fa.
Si ha

2̂

j { < « \ |  (t) , « v , ( / )  —  u (t)) +  (Au ( t ) , (t) — u (t)) — ( f  ( t ) , (t) — u (*)>} d t Ai

—  u (h) I2 —  I (h) —  u  (h)  I2 }

j { ( w n , w  ̂ (t) —  U* (t)) +  (Au* (t) , Wr, (t) — u* (t)) — ( f  ( t ) , wn (t) — u* (it) )}d /«>  

>  -  { I O', fo) -  u* (/2) I2 -  | «/„ (A). -  u* (ti) I2 }

da cui

[!>3] J {  2 (w\  (t) , Wn (t ) — w (t)) +  (Au (t) , wn (t) —  u( t ) )  +
*1

+  (Au* fa  , Wn fa  —  u* fa )  -— 2 ( / ( / ) ,  (/) — w fa )  } d^ >

^  Y  ^ [ I ^  u  |2 +  i w n f a )  —  u * f a )  |2] —
—  [ I fa) —  u fa)  I2 +  I o/r, fa) —  u* fa)  I2 ] .

Osserviamo ora che da [1,1] si ha

[i,4] m ax lim I (w \ fa  , w n fa  —w  fa )  àt < o ,
T )^ 0  j  

ti
Da [1,2] [1,3] e [1,4] segue

tÀ

j  { (A u  (t) , w ( t )  —  u  (t)) +  (Au* (t) , w ( t )  —  u* (t) ) } àt >
h

(h) —  u (h) I2 +  [ w  (t2) —  u* (t2) I2 ] —

—  [ I w ( t i )  —  u (ti) I2 +  I w  (ti) —  u* (ti) I2 ]
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ossia

[ï,S]   — !  (A u  (t) — A u*(t) , u ( t )  —  u*(f)) dt >
h

>  -  { I « (*2) -  u* (*a) |2 - U  (*0 -  u \ t  1) I2 } .

D a [1,5] si deduce che la funzione | u (t) —  u* (t) | è decrescente.
Per dim ostrare la tesi basterà allora dim ostrare che V g >  o , a 6 R 

esiste t <  a tale che

\u (J )  —  U* (t) I <  s .

Procediamo per assurdo.
Supponiam o che

I u ( i )  —  u* (t) I >  £ V t <  a .

D a [1,5] si ha

f2
—  Y  I «  (0  —  ti* (t) \* di  >  -  { [ u (*2) —  u* (^2) [2 —  I « f t )  —  u* A )  12}.

Poniam o t2 =  a si ottiene

—  -7 Ÿ  (a —  h )  >  j  { I u  (a) —  u* (a) |2 —  | u  f t )  —  u* f t )  |2 }

ossia

I u (fi) —  u * (tf) 12 >  2 ayp zp (a —  li) .

Facendo allora tendere tx a —  00 e ricordando che u (f) e u*(f) sono 
lim itate in H su tu tto  l’asse, si cade nell’assurdo.

L a tesi rim ane così provata.

B ib l io g r a f ia .

[1] LIONS J. ,L., Quelques méthodes de résolution des problèmes aux limites non linéaires. 
Dunod. -  Gauthier -  Villars. Coll, études mathématiques, 1969.


