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Geodesia. — Swu alcune applicazioni di interesse geodetico delle
connessiont non simmetriche. Nota di Franco BoccHio presentata

dal Socio A. MARuUSSI.

SUMMARY. — A parallel displacement is determined by means of non-symmetric con-
nections which preserve the ¢ orientation ” of geometric quantities of geodetic interest on
surfaces or in space.

1. Nella presente Nota si fa vedere come nell’interpretazione di un parti-
colare tipo di trasporto per parallelismo su di una superficie e nello spazio
si introducano, in luogo dei simboli di Christoffel di seconda specie, dei coeffi-
cienti di connessione non simmetrici.

Si & dapprima considerato un trasporto per parallelismo che conservi,
nel senso che si dird I’¢ orientamento » di un vettore superficiale a un polo
prefissato di una superficie; la connessione che ne risulta si & detta per
questo a conservazione dell orientamento. Di questo problema, sostanzialmente
messo in rilievo da Hessenberg [9] gia nel 1924 e poi ripreso da Schouten [1],
viene qui svolto un esame dettagliato, e cid non solo per il suo interesse intrin-
seco, ma soprattutto per rendere pili spedita la trattazione della seconda parte,
che ha riguardo ad un trasporto per parallelismo nello spazio ordinario che
conservi l'orientamento di una coppia di vettori rispetto ad un punto e ad
un’asse prefissato dello spazio. Anche in questo caso, che ¢ una generalizza-
zione del precedente, si parlera di connessione a conservazione dell’orienta-
mento o di connessione centrale.

2. Su di una superficie regolare X su cui si sia introdotto un sistema
(!, #2) di coordinate parametriche e un tensore metrico fondamentale &y
si consideri un « polo» Py; un vettore in P si dira « orientato » al polo se esso
¢ tangente in P alla geodetica che unisce P con P,. :

Siano § e G, rispettivamente, la famiglia delle geodetiche che irradiano
dal polo e la' famiglia delle loro traiettorie ortogonali.

Partendo da P un osservatore esegua uno spostamento ds lungo la

1

geodetica di § per P e uno spostamento ds lungo la traiettoria ortogonale
2

per P; sia Pig il punto cosi raggiunto. Se con Pz si indica il punto raggiunto
dall’osservatore dopo aver effettuato lo spostamento ds nella direzione della
2

traiettoria ortogonale alla geodetica precedente e quindi lo spostamento ds
1

lungo una geodetica per il polo, si individua un vettore

(2.1) A? = Py; — Pis.

(*) Nella seduta del 14 marzo 1970.
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Detti du’ e du i vettori infinitesimi che corrispondono agli spostamenti ds
e ds, se si 1mpone al trasporto per parallelismo dell’'uno sull’altro secondo Ie

rlspetnve linee di trasporto di essere tale che resti invariato 1'angolo com-
preso tra il vettore trasportato e la direzione col polo, gli estremi dei vettori
infinitesimi cosi ottenuti individueranno ancora, a condizione, si intende,
che nel trasporto il modulo dei vettori resti invariato, il vettore A’ In

relazione alla connessione cercata, che indicheremo con Iz, esso ¢ dato
dalla

2.2 A’ = T do’ dol® — T% do’ dod.
7 1 2 7 2 1

Scomposti i coefficienti della connessione nelle parti simmetrica S% ed
antisimmetrica A,k, cioé

T = S + A
la (2.2) puo scriversi [4]:
(2.3) A" = 2 Ajy do dod®.
1 2
La quantita Al & costituisce un tensore, detto di asimmetria o di torsione; le
sue componenti si ottengono confrontando la (2.3) con la (2.1).

Una connessione con torsione si dice semi—simmetrica [2], quando esista
un vettore A; tale che possa scriversi

(2.4) =5 (A 8 — A 8) = A, 8

essendo 8; il simbolo di Kronecker. In tal caso si ha

(2.5) Af = 2 A, (do/ doi* — dod du/) = 2 A, duls da).
1 2 1 2 1 2

Se si impone ora alla connessione cercata di essere metrica [3] rispetto al
tensore fondamentale g;;, cioé¢ tale che

3%, i !
(2.6) Eun = Su; —_— I‘ik &, ij £;=0

ne risulta la commutabilitd delle operazioni di derivazione covariante e di
innalzamento e abbassamento degli indici. Se si introducono le notazioni

/ 1 ngk
\ =5 5

' Ay = gil‘ A;

7k

(2.7)

e si conviene che [3]:

Wi = Vi — VY + Yoy
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la connessione cercata risulta pienamente determinata dalla relazione

74

(2.8) T = 8" Oty — A = | 2} —&" Ay

Risulteranno essere geodetiche [5] nella connessione cosi determinata tutte
le linee di X che formino un angolo costante con le geodetiche che irraggiano
dal polo, e cio¢ le lossodromiche della superficie. In particolare saranno geo-
detiche nella connessione le geodetiche per il polo e le loro traiettorie orto-
gonali.

Per un teorema [6] il quale afferma che condizione necessaria e sufficiente
affinché uno spazio non riemanniano #z—dimensionale ammetta #—campi linear-
mente indipendenti di vettori paralleli ¢ che il tensore di curvatura relativo
alla connessione sia nullo, cioé¢,

or%, 3

i I B i b o
(2.9) M= T + T —T% =0

ne viene che, in questo caso, la superficie X appare « piatta» rispetto alla
connessione introdotta.

3. Si applicano ora i risultati trovati al caso di una sfera di raggio R
riferita alle coordinate geografiche (¢ ,X) con tensore fondamentale

R? o
(31) (g,'j> = ( o R2 cos? <P)

Il vettore Pgy — Pig risulta in tal caso

(3.2) A" = (o, —tg ¢ do dn)
mentre per le componenti del tensore di torsione si ha
. [o o ) o — % tg ¢
(3:3) Ag=\, o) + HAvi=1|.
S o

da cui si ricavano immediatamente le altre componenti. Si verifica inoltre
che la connessione & semisimmetrica con

AZ'E (“tg(p,0>.
I coefficienti y_, e A non nulli sono
1] .

X100 = — R% cos ¢ sen ¢

|
2

(3.4) 5, Agp = —~ sen @ cos @

. 2
Ajgp = — — sen ¢ cos ¢



346 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLVIII - marzo 1970 [210]

e quindi, dalla (2.8) si ottiene facilmente

(3-5) I‘}k5<° 0) ; FJng(o —tg@)

(¢] o ¢] (¢]

la cui parte simmetrica risulta percid

I
o o ° —5tge
(3.6) S}k = (O o) ; S?é = . 2

.—— > tg o o}

\

che, si noti, non coincide con i simboli di Christoffel di seconda specie relativi

alla metrica (3.1)
1) _ (¢} (¢} 2 s B o —tg o
3_7‘“ ~ \o  sen ¢ cos ¢ 7V T \—tg o o

Si verifica poi che, essendo il versore che forma I’angolo o coi meridiani
dato da

; __ [cosa sen o
(3'7) t :< R Rcoscp)

per una lossodromica della sfera ¢

St du? ; .
(3.8) LRI S A

e cio¢ le lossodromiche sono geodetiche nella connessione (3.5). In parti-
colare sono percio geodetiche nella connessione, come & implicito nelle premesse,
i meridiani e i paralleli.

Si vede altresi che la connessione (3.5) verifica la (2.9). In sostanza, un
osservatore che ignori la sfericitd della superficie si comporta come se si tro-
vasse su di un piano sul quale sia tracciata una rete di Mercatore. In effetti,
su tale piano, le trasformate dei paralleli, dei meridiani e delle lossodromiche
della sfera sono linee geodetiche.

4. Si estendono ora le considerazioni precedenti al caso dello spazio
ordinario Sg in cui si sia introdotto un sistema di coordinate con tensore metrico
fondamentale g;, e si considerino in esso un polo, o centro, O, e un asse
polare per O, che serviranno anche nel seguito di base per il sistema di coor-
dinate polari sferiche. In un punto generico P si considerino poi i vettori
A B, C definiti come segue:

C appartenga alla retta per O e P, B sia ortogonale a C e stia nel piano
per P ortogonale all’asse polare, A sia ortogonale al piano definito da B e C.
Quel che si vuole trovare & una connessione tale che nel trasporto per paral-
lelismo da P a un punto P* i «trasportati» dei vettori assegnati possano:
ancora definirsi, in relazione al punto P*, nel modo sopra indicato e si conservi
altresi il modulo dei vettori trasportati.
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In un sistema di coordinate polari sferiche (¢, A, p), il tensore metrico
fondamentale &

p? o o
(g5) = |0 p%cos?e O
o o I

/

Si considerino i vettori infinitesimi definiti dalla

—

de’ = (d¢,0,0)
1
(41) Czl%' = (O,d)\,O)
de’ = (0,0, dp)
3

Assunte ora come particolari linee di trasporto le linee ¢ , A, p si consi-

derino i vettori di chiusura A?, A’ A®) dei pentagoni [4] che si ottengono
1 2 3

sulle superficie coordinate ¢ = cost, A = cost, p = cost trasportando, nel
modo sopra definito e in analogia con il procedimento seguito per la sfera,
i vettori delle coppie (daf, du?) , (do?, dos’) , (doi, dos?).

2 3 1 3 1 2

Si vede che tali vettori di chiusura sono dati dalla

/

s éiz<o,%d7\d<p,0)

(4.2) ‘ AiE<%d@dp,0,0>

2

A = (0, tg o de dr, 0)

3

in cui ¢

1

s A? = Pgp — Pos
A* = Py — Py3

2

A* = Py — Pro
3

ove P,5 indica il punto in cui viene a trovarsi I'estremitd del vettore du’
o

quando venga trasportato per parallelismo nel modo sopra definito sul vet-
tore dzf. 1 vettori di chiusura (4.2) possono calcolarsi anche attraverso i

B |
coefficienti di rotazione di Ricci

— .
Ya‘ﬁﬁ = 2;:/;% 76\ ’
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ove la barra indica ora derivazione covariante rispetto ai simboli di Christoffel
relativi alla metrica adottata:

o o /e o —tge O
%];25 O sen@cos¢g O ; 3;%; —tgo o 1/p
\1/p o o o 1/p o
— o) o
131 0o —g2coo o
(7 = Foese
o o o

Si vede facilmente che i Ay, (w=1,2,3;7,;/=1,2, 3) diversi da zero
a
sono

Agjp = — p sen @ cos ¢, Agjp = — 1

1 1

)\1/2 = psen @ s 7\3/2 = —COS ¢
2 2

Mp=p s Agjp = p cos? ¢.
3 3

I coefficienti di rotazione diversi da zero risultano essere pertanto

__tgo . tg o
Yie =~ Yoig = — e

- I . 1
Tae = 5 Yoo = 7 5

_ I _ I
Tsu =75 o Yign = 7 5

e risultano cosi soddisfatte le identita [12]:
Yuaﬁ =0
Yaps T Ypos = ©

ed ¢ altresi verificata [13] la
3
2 2
Xp = ?:-‘fl Tapp

che fornisce la prima curvatura della congruenza di indice B.
Considerato ora il significato geometrico dei coefficienti di rotazione

nello spazio euclideo [13], si vede che i moduli dei vettori Af, A, Ai possono
1 2 3
anche calcolarsi per mezzo delle

IA‘I = d@l |d%'] = Y3922 ds ‘d%’l
1 3 2 3
|Af| = dOy | o | = vgy; ds | ded |
2 3 1 3

|Af| = dO3 | da’ | = Y99 ds | d2d |
3 1 1 1
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dove dfy ¢ I'angolo del quale & ruotato il vettore nello spostamento lungo un
arco ds di parallelo, dfiz I'angolo del quale ¢ ruotato du’ nello spostamento
lungo un arco ds di meridiano e df3 'angolo di cu1 ¢ ruotato dz’ nello

1 1
spostamento lungo un arco ds di parallelo. Si ricava subito

| Af] = cos ¢ dA dp
1
|A7] = do d
2
|A7] = p sen @ do di
3
dalle quali si ottengono subito le componenti (4.2) gia ottenute per altra via.
Si osservi che i coefficienti di rotazione del tipo
Yupp> (e=1,2,3;B8=1,2,3;2==p)
rappresentano la curvatura geodetica delle linee coordinate B rispetto alle
superfici coordinate caratterizzate dall’indice Y:f:oc, B. Questa proprieté, e
legata al significato geometrico gia considerato delle somme E Y2 268 ed al

fatto che le superfici coordinate si tagliano ortogonalmente e che pertanto
la prima curvatura y della loro intersezione pud scriversi

=t
dove o; e o5 sono le curvature geodetiche dell'intersezione rispetto alle
rispettive superfici coordinate.
Con procedimento analogo a quello gia seguito per la sfera dalle relazioni

A = 2 A% do? dod
2 3

1

(43) M=z Audu’du
( A = 2 A% du’ di
I 1 2

si ricava, tenuto conto delle (4.1), (4.2), il tensore di torsione

I I

1 2 _ | L o
A= o o o , Ap= S e o 20

I 1
—— 0 (o] o _— (0]

2p 2p

(4-4)
A%EO.

Si verifica facilmente che, pur di assumere
i (T _r
(4-5) A= (S1ge,0, p)

la (2.4) risulta soddisfatta e la connessione in esame & pertanto semisimmetrica.
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Il significato geometrico [4] del vettore A; pud ricavarsi dalla (2.5).
Se i vettori infinitesimi du* e dz/ soggetti al trasporto fossero ortogonali ad A;
o p

¢ evidente che il vettore di chiusura A; sarebbe nullo. Sono percid possibili,
anche nell’ambito della connessione in esame, quadrilateri infinitesimi; la
loro giacitura ¢ quella individuata dal vettore A,.

Dalla (2.8) possono ora ricavarsi i coefficienti I, cercati,

o o 1/p o} o o
(4.6) I‘}kz o o o) , [‘f-kz —tge o 1fp , I’szo.
o o o, . © o o)

La parte simmetrica &

1

(¢} — o — Lt o)
2p 2 8°?
1 _ 2 I o
Sp=1 o0 o o ,  Sp= Sige o) 20
I I
— O © o) _— o
20 2p
4.7)
S_?k:

Si rileva anche qui che S} non coincide con i simboli di Christoffel relativi
alla metrica introdotta. In relazione alla connessione cosi determinata & facile

verificare che le linee ¢, A, p, sono linee autoparallele e ciot geodetiche della
connessione introdotta. Si verifica infatti facilmente che &

da;
(48> %—’—P}k)\j)\kzo; a=1,2,3.

E altresi facile verificare che sono geodetiche nella connessione le linee
lossodromiche delle superfici coordinate, cioé¢ che &

ar
7 /1R
(4.9) d—"l_—l—Pj/jZ:o, e=1,2,3
o o
essendo
! Z'.E<o,~+—senoc ,cosoc)
1 P Ccos @
Z’.z<senﬁ ,o,cos(3>
2 Y

I

b

Z,‘ < cos Y sen Yy O)
3 e pcosgp ’

Si verifica infine che sono geodetiche nella connessione le linee tali che i
coseni direttori @, 4, ¢, del loro versore tangente @ rispetto alla congruenza Az
restino invariati. @
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Posto
(4.10) T = aN + O+ onf
1 2 3
si vede infatti che ¢&
d‘Gi ; .
(4.11) i +TI% %% =o.

5. E interessante osservare che quando si considerino i coefficienti di
rotazione di Ricci per la connessione [7] in esame

«,B,8=1,2,3

_ A
G-1) Y“m’“i\"’j?;)a\ ’ i, j=1,2,3
ove la barra rappresenta ora derivazione covariante rispetto alla connes-
sione F;:k si verifica facilmente che i coefficienti di rotazione sono tutt: nulls.
Cio significa che, rispetto alla connessione trovata, la terna principale [10]
associata al sistema di coordinate (¢, A, p) introdotto non & soggetta a
«rotazioni». In particolare, risulta verificato il teorema [8] che afferma
essere

(52) YuﬁB:O; O(:I,2,3;B:}:OC

condizione necessaria e sufficiente affinché le linee della congruenza A’ siano

geodetiche nella connessione. Si osserva che questo teorema generalizza una
analoga proprieta dei coefficienti di Ricci negli spazi di Riemann [11].

BIBLIOGRAFIA.

[1] SCHOUTEN ]J. A., Ricci Calculus, Springer Verlag, 1954, p. 143.

[2] Loc. cit., p. 126.

[3] Loc. ciz., p. 132.

[4] Loc. cit., p. 127.

[5] Loc. cit., p. 155.

[6] EISENHART L. P., Non Riemannian Geometry. American Mathematical Society Collo-
quium Publications, vol. VIII, 1927, p. 19.

[71 Loc. cit., p. 47.

[8] Loc. cit., p. 51.

[9] HESSENBERG G., Beispiele zur Richtungsiibertragung, Angelegenheiten der Deutschen
Matematiker Vereinigung, Sept. 1924.

[10] MARUSSI A., Les principes de la Géodésie Intrinséque, « Bull. Géod.», n. 19 (1951).

[11] EISENHART L. P., Riemannian Geometry, Princeton University Press, 1949, p. 100.

[12] Loc. cit., p. 99. i

[13] WEATHERBURN C. E., Riemannian Geometry, Cambridge University Press, 1963, p. 100.



