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Idrodinamica. — Su alcuni moti intrinsechi notevoli nell’idyods-
namica. Nota 1 di GHEORGHE GHEORGHIEV e MARGARETA IeNaAT,
presentata  dal Socio C. AGOSTINELLI.

SUMMARY. — By the mobile frame method, slow motions of fluids are studied,
establishing the existence and arbitrarity of the regular solutions for ideal, compressible
fluids in permanent and nonpermanent regime.

Geometrical interpretations concerning the congruences and complexes of lines deter-
mined by the velocity field are given.

1. INTRODUZIONE.

Ci proponiamo di studiare le proprietad intrinseche di alcuni moti note-
voli della idrodinamica. Si tratta dei moti lenti, elicoidali e quasi-rigidi.
A questo fine utilizzeremo interpretazioni geometriche e cinematiche sui
campi di vettori nel caso di un moto stazionario e, precisamente, le proprieta
delle linee vettoriali del campo e della varietd ortogonale a queste, la quale,
in generale, ¢ una superficie non olonoma, oppure, in particolare, una fami-
glia uniparametrica di superfici. Un altro aspetto dei campi di vettori & la
considerazione del complesso di rette, il loro supporto.

Nel caso dei moti non stazionari, i campi dei vettori che vi intervengono,
e che dipendono dal punto e dal tempo, saranno interpretati come varieta
di coni nello spazio euclideo, i quali, in modo particolare possono essere
coni di rotazione, o possono ridursi a porzioni di piani e allora si ottengono
di nuovo le 'varieta non olonome lineari.

Quest’ultimo caso appare, per esempio, nello studio di un moto quasi-
rigido quando vi interviene un piano non olonomo, o, con altre parole, il
complesso lineare di rette. Questa caratteristica & naturale se pensiamo che
nei moti di un corpo solido le traiettorie, generalmente, sono curve di un
complesso lineare di rette. .

Faremo lo studio mediante il metodo del riferimento mobile di Cartan
adeguato e non solo mediante quello del triedro Frenet delle linee di corrente
come si usa di solito [2], [3], [7], [8], [10], quando si parla dei moti intrinsechi
nella idrodinamica e magnetoidrodinamica. In queste note ci limiteremo al
caso dei moti intrinsechi nell’idrodinamica.

Per alcuni moti notevoli dei fluidi indagheremo tanto il problema di
esistenza di soluzioni regolari, come la generality di queste.

(*¥) Nella seduta del 14 febbraio 1970.
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2. IL RIFERIMENTO MOBILE.

A ciascun punto M del dominio nel quale ha luogo la corrente del liquido
e a un dato istante di tempo #, associamo un triedro triortogonale con il vertice
in M.

Per lo spostamento elementare dM e la variazione di tempo d# abbiamo [6]:

(1) dM = o*I, , dI; = owxI;,

dove w* = dM I, sono le componenti del vettore spostamento dM e w ¢ il
vettore di Darboux del riferimento; pitt preciso, se poniamo p = p, I, ecc.,
allora abbiamo:

(2) p=pdM +p,dt , ¢g=¢q-dM + ¢, d¢ , »r=r-dM + 7, dz.
Il vettore di Darboux sara:
(3) o = pI + gla + 715 .

Le condizioni d'integrabilitd cui soddisfano le funzioni introdotte:
Pis @y ?ispryqe,7: (¢ =1,2,3), che dipendono da 4 argomenti, vengono
dedotte dalle equazioni di struttura dello spazio euclideo, e saranno [3]:

(4) rotp +gXr=0 ; rotg+rXp=o0 ; rotr- pXq=o;
(5) p+agr—riq=gradp, ; q-+7p—pr=gradg,;
4 p,q—g,p = grad r;,
dove:
. o oI oI
©6) p= mlé—i—Pk k , T;:hn—lgq,, ecc.
Osservazion:.

1) Per i moti permanenti nelle formole scritte si deve mettere
Pty Ge, ¥ = O.

2) Se soltanto p; = ¢; = o, allora il campo della velocitda v = oI ha
direzione stazionaria; qui si inquadra il problema dei moti ondulatori. Se
v = gIi le condizioni p, = ¢, = 0, esprimono il fatto che il cono locale della
velocitd nel punto M si riduce a una porzione di piano, poiché duvfot =
=1 4+ v7;I2. In questo caso si dice che il movimento nonstazionario
ha lubgo su una varieta non olonoma lineare, oppure, in particolare, su una
famiglia uniparametrica di superfici.

3) Se pr=0 e g, =@;sina, 7, = @;cosa, dove a non dipende dal
tempo, ma pud dipendere dal punto, allora il campo v = 213, in ciascun punto
del dommlo di definizione, descrive un cono di rotazione. Per « = o ritroviamo
il caso dell’osservazione precedente che comprende i moti ondulatori cid
che permette di dire che il movimento sulla varieta dei coni di rotazione &
un movimento ondulatorio generalizzato. Queste ultime considerazioni faranno
l'oggetto di un’altra nota.
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Applicaziont.
I. Se la velocitd del moto permanente di un fluido incompressibile &
v = vl3, I'equazione di continuitd appare sotto la forma:

@) v3 =2 (pa—q1) -

2. Le tangenti alle linee di corrente generano un complesso di rette,
lo studio intrinseco del quale pud essere fatto con le seguenti formole gene-

rali [4]:

3 _ l4l¢ ’ a4 — igis , t - :fi,
® = T glo—w) =
dove:
©) L=p5+95 , ds=rp3e1+g3p2 , 46=q3pL— P32,
con:

PL = P93 —P3q92 , 2= Psq1—P193-

In queste relazioni p determina I'ascissa del centro euclideo della gene-
ratrice, @ — la curvatura, mentre l'ultima fissa il riferimento canonico del
complesso. Se il triedro canonico & quello coordinato, allora ¢; = g3 = 0 e
la curvatura del complesso sard @ = — 1:¢,.

Caso particolare notevole.

Se la curvatura del complesso & costante, allora dalle condizioni di inte-
grabilita (4) si desume che avremo in pilt py = 73 = 0, che mostrano che il
complesso delle normali principali alle linee di corrente (Iz) del riferimento
canonico di cui sopra si riduce a una congruenza di rette.

Ha luogo il seguente teorema: nel caso dei moti permanenti di un fluido,
se il complesso delle normali principali alle linee di corrente degenera in una
congruenza di rette e sono soddisfatte due delle condizioni seguenti:

I) il fluido ¢ incompressibile, 2) il moto & isotacheo, 3) la congruenza
delle linee di corrente & minimale (p2 —¢1 =o0), allora ha luogo anche la
terza e in questo caso il complesso delle tangenti alle linee di corrente sari
di curvatura costante.

Se il fluido ¢ ideale e la forza esterna che agisce & conservativa, I'equa-
zione del moto assume la forma: (v-V) v = VL. Nel nostro caso essa diventa:

2 p3lo=VL' , L'=L-—222.
Applicando il rotore a entrambi i membri avremo le seguenti condizioni
di integrabilita:
p33=0 , prtrz=o0 , In(@)+7r=o0
(dove: dpg = p3,10! + p3,5 @2 + p33w3).
La prima di esse mostra che le linee di corrente sono di curvatura costante

e la seconda che la congruenza delle normali principali alle linee di corrente
¢ normale a una famiglia di superficie.
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3. MOTI LENTI.

Consideriamo le equazioni dell’idrodinamica per un fluido barotropo,
con le forze esterne conservative:

(10) %_F(v.v)v:VL—[-%ﬂVdivv—}—%’Av ) %%‘i‘diV(P”):o

dove: v — ¢ il vettore della velocita del fluido, p — ¢ la densitd, A" e p' —

. . T, s d
sono i coefficienti di viscositd, F=VU, L =-—P+4+U, P :f_p]i .
Definizione 1: Si chiama moto lento nell'idrodinamica un moto per il
quale

(11) (v-V)v=o0.
Scegliendo il riferimento in modo che v = 2I3, la relazione (i1) diventa
(12) g3 =p3=0 , wv3=0,

cid che significa che le linee di corrente sono rette e il moto tacheo, cio¢

¢ iso
]. E vera ugual-

il valore della velocita non varia lungo le linee di corrente [9
mente la reciproca.

Cosi, l'insieme delle linee vettoriali del moto lento stazionario, genera
una congruenza di rette e nel caso dei moti non stazionari un complesso di
rette. In questo modo risulta una nuova possibilitdh di mettere in evidenza
le proprietd geometriche dei moti lenti.

Invero, per le congruenze di rette, I’equazione quadratica delle ascisse
dei fuochi di una generatrice sara:

Ap2—(po—g1)p+1=0, dove A= prgs—pag1=F0

(ci6 che esclude il caso delle congruenze cilindriche), mentre 'equazione delle
superfici sviluppabili é&:

g2 P2 — (P2 +q1) pg + prg® =o0.

L’equazione quadratica delle ascisse dei punti limiti su una generatrice &
data da:

2 (91— p2) I (P1+g2)%] _
PPy | — A =0

e I'equazione delle rigate principali sara:
Ge—2p) (P =)+ 2P+ q)rg=0.

Da qui risulta che I'ascissa del punto medio del raggio &: # :—@Z—ql-
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Casi particolari. La congruenza di rette sard parabolica (i suoi raggi
sono tangenti a una superficie) se:

@ (p2+ 1)) —4p192 =0,
essa sara normale se:
(i1) bt g2=0

e infine, se avranno luogo le condizioni:
(i) ps+g1=0 , p1—gs =0, la congruenza sara isotropa.

Cosi, per esempio, se le linee di corrente di un movimento lento formano
una congruenza parabolica, normale o isotropa, allora alle condizioni (12)
viene aggiunto rispettivamente (i), (ii), (iii).

COROLLARIO. Ne/ caso di un moto lento permanente, di un fluido sia ideale,
oppure viscoso, il piano Lamb, cioe¢ il piano dei vettori v, rot v inviluppa una
Jamiglia di superfici rigate le quali sono evidentemente superfici di Bernoulls.
Invero, da (11) abbiamo
R Vyz

2

)

(rot v) Xv =

poiché rotv=vely —u1lo—virls, con &1 = p)+qy, da cui risulta gs-+ r3 = o.

Condizioni di integrabilita.
Dalla equazione dinamica (101) segue che i moti lenti nei fluidi:

a) ideali in regime permanente non sono sottoposti a nuove condi-
zioni di integrabilita. In questi condizioni, dalla VL = o si determina la
pressione che agisce sul fluido, supponendo che il campo delle forze esterne
sia conosciuto,

b) viscosi nel regime stazionario verificano la relazione: rot3 v == o,

¢) ideali nel regime non permanente sono sottoposti alla condizione
3/t rot v = 0, e infine,

d) viscosi nel regime non stazionario soddisfano: 9/af rot® v = o.

Mettiamo in evidenza alcuni aspetti particolari di essi.
— Per esempio, nel caso «) discuteremo Pesistenza dei moti lenti in regime
permanente ¢ la generalita delle soluzioni regolari.

Quanto all’esistenza dei moti lenti permanenti di un fluido ideale il pro-
blema torna allo studio del seguente sistema di equazioni Pfaff:

p=prol+ pe? , g=g 0l 4 g e
(13)

r=riol +7 0 —g,03 , d(nv) =172 !,

dove il riferimento ¢ stato scelto per la condizione vz = o.

Qui abbiamo z = 3 pfaffiani indipendenti (0!, &2, ©3), so = 4 equazioni
e N=7 funzioni incognite (p;, p2,q91,92,71,7%s, v7). Ricercando se questo
sistema ¢ in involuzione si determinano, con il metodo noto [1], i suoi carat-
teri: s; =4, §==3.
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Il sistema (13) ¢ in involuzione e le sue soluzioni regolari generiche
dipendono da 3 funzioni arbitrarie a due argomenti. Se il fluido & incompressi-
bile (ps —¢; = 0), le soluzioni dipendono solamente da due funzioni.

— Nel caso 4), adoperando come sopra con zs = 0, si ottiene:
(14) rotv =—ov1b—uvils
e
rot? o = — [(v/1); + 21 (ps + g0l + [@iD1 + 01 (p1—g2)] I +

+ [vii— (o + o) s

Se p1 = g3 = o, allora abbiamo ancora 73 = 0, donde:

rot?v = I+ Asl3, dove: Mm=o01(ps+q1), As=on+ virs.
Esprimendo la condizione &) si trova:
32 =0 |, 7\;,3—7\3,1 +Mp=0 , Ma2=2N7r,

o brevemente
Vig = (P2 +g) {vs P+ q) i + [v1 (r1 + 375) — 3] I} .

Da qui risulta che se ps+4¢; =0, A3 = const. ¢ la sola condizione di inte-
grabilita.

La condizione imposta p; = ¢ = 0 e la sua conseguenza 73 == 0 mostrano
che avremo un sistema triplo ortogonale di superfici delle quali due famiglie
sono rigate, aventi lo stesso sistema di generatrici. Se, di pil, ps +¢; = 0,
allora la famiglia delle superfici ortogonali a v sard una famiglia di sfere.

— Nel caso ¢) dei moti non stazionari dei fluidi ideali, la condizione
di integrabilita: 9/3 rot v == 0, esprime che tanto la grandezza di rot v quanto
la sua direzione sono stazionarie. Tenendo conto dalla formola (14) quest'ul-
tima relazione ci da:

YU — UV g =0 |, U;—Vp;=0 , v p+vi+vi,,=0.

Nell’ipotesi vy ==0 (poiché nel caso contrario la grandezza della velocita
. ! v .
diventa una costante assoluta) avremo: 7, =g
1

Lo studio dell’esistenza delle soluzioni regolari, in questo caso si riduce
alla ricerca dell’involuzione del sistema:

(s p=p10 + ppo?+ pdt . g=qrol 4 g0 4 g, ds,
15

r=r ol + 730 —gywd +7/L1 i19:d¢ , do=v '+ v,ds.

Qui abbiamo 7 = 4, sy = 4 ¢ N =10. Applicando la teoria di Cartan

\

si stabilisce che il sistema non ¢ contraddittorio e che i suoi caratteri saranno
$1 =4, Sg = 4, s3 = 2. Da qui segue che (15) ¢ in involuzione e le sue solu-
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zioni dipenderanno da due funzioni a 3 argomenti. Se il fluido & incompres-
sibile, aggiungendo al sistema’ (15) la relazione finita py —¢; = 0, si otten-
gono i seguenti caratteri: s, = s3 = 4, §3 =1 e ne abbiamo dunque la con-
clusione rispettiva.
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