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Idrodinam ica. — Su  alcuni moti intrinsechi notevoli nell’idrodi
namica. Nota. I di Gheorghe Gheorghiev e Margareta Ignat, 
presentata (,) dal Socio C. A gostinelli.

Summary. — By the mobile fraine method, slow motions of fluids are studied, 
establishing the existence and arbitrarity of the regular solutions for ideal, compressible 
fluids in permanent and nonpermanent regime.

Geometrical interpretations concerning the congruences and complexes of lines deter
mined by the velocity field are given.

I. I n t r o d u z io n e .

Ci proponiam o di studiare le proprietà intrinseche di alcuni m oti note
voli della idrodinam ica. Si tra tta  dei m oti lenti, elicoidali e quasi—rigidi. 
A  questo fine utilizzeremo interpretazioni geometriche e cinem atiche sui 
campi di vettori nel caso di un  m oto stazionario e, precisamente, le proprietà 
delle linee vettoriali del campo e della varietà ortogonale a queste, la quale, 
in generale, è una superficie non olonoma, oppure, in particolare, una fam i
glia uniparam etrica di superfici. U n  altro aspetto dei campi di vettori è la 
considerazione del complesso di rette, il loro supporto.

Nel caso dei moti non stazionari, i campi dei vettori che vi intervengono, 
e che dipendono dal punto e dal tempo, saranno interpretati come varietà 
di coni nello spazio euclideo, i quali, in modo particolare possono essere 
coni di rotazione, o possono ridursi a porzioni di piani e allora si ottengono 
di nuovo le varietà non olonome lineari.

Q uest’ultim o caso appare, per esempio, nello studio di un moto quasi- 
rigido quando vi interviene un piano non olonomo, o, con altre parole, il 
complesso lineare di rette. Questa caratteristica è naturale se pensiam o che 
nei m oti di ,un corpo solido le traiettorie, generalm ente, sono curve di un 
complesso lineare di rette.

Farem o lo studio m ediante il metodo del riferim ento mobile di C artan  
adeguato e non solo m ediante quello del triedro Frenet delle linee di corrente 
come si usa di solito [2], [3], [7], [8], [io], quando si parla dei moti intrinsechi 
nella idrodinam ica e m agnetoidrodinam ica. In queste note ci limiteremo al 
caso dei moti intrinsechi nell’idrodinam ica.

Per alcuni m oti notevoli dei fluidi indagherem o tanto il problem a di 
esistenza di soluzioni regolari, come la generalità di queste. (*)

(*) Nella seduta del 14 febbraio 1970.
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2. Il  r if e r im e n t o  m o b il e .

A ciascun punto M del dominio nel quale ha luogo la corrente del liquido 
e a un dato istante di tem po t, associamo un triedro triortogonale con il vertice 
in M.

Per lo spostam ento elem entare dM e la variazione di tem po dt abbiam o [6]:

(1) dM  — cùk \ k , dl.k =  (joxIk\

dove cùk =  dM-I^ sono le com ponenti del vettore spostam ento dM  e co è il 
vettore di D arboux del riferim ento; più preciso, se poniam o p  — p k lk, ecc., 
allora abbiamo:

(2) fi =  p -  dM -f- fit d t , q =  q- dM  +  qt dt , r =  r- dM  +  rt d t .

Il vettore di D arboux sarà:

(3) w =  ph. +  ç h  +  r h  •

Le condizioni d ’integrabilità cui soddisfano le funzioni introdotte: 
p i , qt , r i , fi t , qt , r t (i =  1 , 2 ,  3), che dipendono da 4 argomenti, vengono 
dedotte dalle equazioni di s tru ttu ra  dello spazio euclideo, e saranno rsL-

(4) rotp +  q X r  — o ; r o t q - \ - r X p  = 0  ; rot r  +  p X q  =  o;

p + q t r  —  r t q =  gra.àpt ; q - \ - r t p — p t r  =  gr&àqt \ 

r  +  p tQ  —  qt P =  grad r t ,

Osservazioni.
1) Per i m oti perm anenti 

Pt > ÿ t , r t =  o.
2) Se soltanto p t =  q* =  o, allora il campo della velocità v =  7Ä3 ha 

direzione stazionaria; qui si inquadra il problem a dei moti ondulatori. Se 
v  =  y h  le condizioni fi t .= qt =  o, esprimono il fatto che il cono locale della 
velocità nel punto M si riduce a una porzione di piano, poiché dv/dt. =  
=  vt l i  +  vrt I2 • In  questo caso si dice che il m ovimento nonstazionario 
ha luogo su una varietà non olonoma lineare, oppure, in particolare, su una 
famiglia uniparam etrica di superfici.

3) Se fit =  o e qt — q>t sin a, r t =  <p# cos a, dove a non dipende dal 
tempo, m a può dipendere dal punto, allora il campo v =  vfa, in ciascun punto 
del dominio di definizione, descrive un cono di rotazione. Per a =  o ritroviam o 
il caso dell’osservazione precedente che comprende i moti ondulatori ciò 
che perm ette di dire che il m ovimento sulla varietà dei coni di rotazione è 
un m ovim ento ondulatorio generalizzato. Queste ultim e considerazioni faranno 
l’oggetto di u n ’altra nota.

9Ii f ' t=  l 2 r t — I3 qt , ecc.

nelle formole scritte si deve m ettere

(5)

dove:

(6)
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Applicazioni.

I .  Se la velocità del moto perm anente di un fluido incompressibile è 
v =  vh , l’equazione di continuità appare sotto la forma:

(7) v3 =  v (p2 — Çi).

2. Le tangenti alle linee di corrente generano un complesso di rette, 
lo studio intrinseco del quale può essere fatto con le seguenti formole gene
rali [4]:

(8)

dove:

24 26 tg (<p _  (j,)
2*5

(9) - p \  4" 9% > ?5 Pz Pi “1“ ÇZ ?2 ! *6 — $Z P i----Pz p2 )

con:
Pi =  Pz qz —  pz 9z , P2 =  Pz 9i —  Pi 9z •

In  queste relazioni p determ ina l’ascissa del centro euclideo della gene
ratrice, a -  la curvatura, m entre l ’ultim a fìssa il riferim ento canonico del 
complesso. Se il triedro canonico è quello coordinato, allora qx =  qz =  o e 
la curvatura del complesso sarà a =  — 1 : q2.

Caso particolare notevole.

Se la curvatu ra del complesso è costante, allora dalle condizioni di inte
grabilità  (4) si desume che avrem o in più p 2 =  r 2 =  0, che m ostrano che il 
complesso delle norm ali principali alle linee di corrente (I2) del riferim ento 
canonico di cui sopra si riduce a una congruenza di rette.

H a luogo il seguente teorema: nel caso dei moti perm anenti di un fluido, 
se il complesso delle norm ali principali alle linee di corrente degenera in una 
congruenza di rette e sono soddisfatte due delle condizioni seguenti:

1) il fluido è incompressibile, 2) il moto è isotacheo, 3) la congruenza 
delle linee di corrente è minim ale ,{p2 — qx =  o), allora ha luogo anche la 
terza e in questo caso il complesso delle tangenti alle linee di corrente sarà 
di cu rvatu ra costante.

Se il fluido e ideale e la forza esterna che agisce è conservativa, l’equa
zione del moto assume la forma: (v-V) v =  VL. Nel nostro caso essa diventa:

^ 3 1 2  =  VL' , L ' =  L  — z/2/2.

A pplicando il rotore a entram bi i m em bri avremo le seguenti condizioni 
di integrabilità:

Pz,z =  0 , A + t 3 =  o , In (jPpz)i +  r 2 =  o

(dove: d̂ >3 =  pz.i^P  +  Pz.2 w2 +  ^3,3w3) •
L a prim a di esse m ostra che le linee di corrente sono di curvatura costante 

e la seconda che la congruenza delle norm ali principali alle linee di corrente 
è norm ale a una famiglia di superficie.
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3. M o t i l e n t i .

Consideriamo le equazioni dell’idrodinam ica per un fluido barotropo, 
con le forze esterne conservative:

(io) —  +  (v • V) v  =VL -f- — X - V div v  - f  —- à v  , +  div (pv) =  o

dove: v  -  è il vettore della velocità del fluido, p — è la densità, X' e p/ -  

sono i coefficienti di viscosità, F  =  VU, L =  —■ P +  U, P =

Definizione 1: Si chiam a moto lento nell’idrodinam ica un moto per il 
quale

( n )  (v • V) V =  o .

Scegliendo il riferim ento in modo che v — z/ï3, la relazione (11) diventa 

(12) gs = p s =  o , vs =  o ,

ciò che significa che le linee di corrente sono rette e il moto è isotacheo, cioè 
il valore della velocità non varia lungo le linee di corrente [9]. È vera ugual
m ente la reciproca.

Così, l’insieme delle linee vettoriali del moto lento stazionario, genera 
una congruenza di rette e nel caso dei moti non stazionari un complesso di 
rette. In  questo modo risulta una nuova possibilità di m ettere in evidenza 
le proprietà geom etriche dei m oti lenti.

Invero, per le congruenze di rette, l’equazione quadratica delle ascisse 
dei fuochi di una generatrice sarà:

Ap2 (J>2 — ?i) P +  i =  o , dove A =  p 1 ç 2 — p 2 ç1 =̂ =o

(ciò che esclude il caso delle congruenze cilindriche), m entre l’equazione delle 
superfici sviluppabili è:

q2 />2 — O 2 +  qì) pq +  Piq2 =  o .

L ’equazione quadratica delle ascisse dei punti limiti su una generatrice è 
data  da:

fi (Ç1— P2)
A t -f- i

~K
(P1+Ç2P 

4 A2 =  O

e l’equazione delle rigate principali sarà:

(? 2  — Pi) (q2 — p%) +  2 ( /2 +  qi) pq f= o .

p i— qi
. . . A

D a qui risulta che l ’ascissa del punto medio del raggio è: to
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Casi particolari. L a congruenza di rette sarà parabolica (i suoi raggi 
sono tangenti a una superficie) se:

0) (P2 +  Ç1)2 —  A p i qz =  0 ,
essa sarà norm ale se:

(fi) px +  q% — o

e infine, se avranno luogo le condizioni:

(iii) P2 +  Çi =  o , P 1 — .Ç2 — °> la congruenza sarà isotropa.

Così, per esempio, se le linee di corrente di un  m ovimento lento formano 
una congruenza parabolica, norm ale o isotropa, allora alle condizioni (12) 
viene aggiunto rispettivam ente (i), (ii), (iii).

COROLLARIO. N el caso d i un moto lento permanente, d i un flu ido  sia ideale, 
oppure viscoso, i l  p iano L am b , cioè il piano dei vettori v, rot v inviluppa una 

fam ig lia  d i superfici rigate le quali sono evidentemente superfici d i Bernoulli. 
Invero , da ( 11 ) abbiamo

(rot v) X v = W 2
2

poiché rot v  =  V2Î1 —  V1I2 — viiïs, con i\ =  p i f i  Ç2S da cui risulta q2-\-rs =  o.

Condizioni d i integrabilità.

Dalla equazione dinam ica (101) segue che i moti lenti nei fluidi:
a) ideali in regime perm anente non sono sottoposti a nuove condi

zioni di integrabilità. In  questi condizioni, dalla VL =  o si determ ina Is, 
pressione che agisce sul fluido, supponendo che il campo delle forze esterne 
sia conosciuto,

b) viscosi nel regime stazionario verificano la relazione: ro t3 v =  o,
c) ideali nel regime non perm anente sono sottoposti alla condizione 

d/dt rot v = o , e infine,
d) viscosi nel regime non stazionario soddisfano: 3/31 ro t3 v  =  o.

M ettiam o in evidenza alcuni aspetti particolari di essi.
-  Per esempio, nel caso d) discuteremo l’esistenza dei moti lenti in regime 

perm anente é la generalità delle soluzioni regolari.
Q uanto all’esistenza dei m oti lenti perm anenti di un fluido ideale il pro

blem a to rna allo studio del seguente sistema di equazioni PfafT:

p  =  p i  cù1 p 2 (ù2 , q =  qi g)1 -f- q2 o)2,

r  - -  r i co1 +  r 2 co2 — q2 co3 , d (In v) — vx co1 ,

dove il riferipiento è stato scelto per la condizione V2 =  o.
Qui abbiam o n =- 3 pfaifiani indipendenti (co1 , co2 , co3) , so =  4 equazioni 

e N =  7 funzioni incognite (p± , p2 , q± , q2 , rx , r 2 , v f .  R icercando se questo 
sistema è in involuzione si determ inano, con il metodo noto [1], i suoi carat
teri: si =  4 , s2 =  3.



3 22 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Vol. XLVIII -  marzo 1970 [ 186J

Il sistema (13) è in involuzione e le sue soluzioni regolari generiche 
dipendono da 3 funzioni arbitrarie a due argomenti. Se il fluido è incom pressi
bile (p2 — qi =  o), le soluzioni dipendono solamente da due funzioni.

-  Nel caso b), adoperando come sopra con V2 =  o, si ottiene:

( 14) rot v  =  — vi I2 — vii I3

e

rot2 v =  — [0*i)2 + ' vi O a +  çi)] l i  +  [(^'1)1 +  v1 Oj. —  q2)} I2 +

+  [vii — O li +  Vyr2) I3 .

Se p i  — q2 =  o, allora abbiam o ancora r 3 =  o, donde:

rot2 v  =  Ài li  -f- À3 I3 , dove : Ài =  vi (p% +  qP) , À3 ■■= v±i - f  vi T2 .

Esprim endo la condizione b) si trova:

À3,2 =  O , Ài,3---À3,i Ài q\ — O , 'Àif2 =  Ài 7"i ,

o brevem ente

VX3 =  (J>2 +  Çi) {vy (J>2 +  ÇÎ) Il +  Ol Ol +  3.^2) ---I3} ■

D a qui risulta che se p2~\~qi =  o, À3 =  const, è la sola condizione di inte
grabilità.

L a condizione im posta p i  =  q2 ~  o e la sua conseguenza — o m ostrano 
che avrem o un sistema triplo ortogonale di superfici delle quali due famiglie 
sono rigate, aventi lo stesso sistema di generatrici. Se, di più, p^ +  q± =  o, 
allora la famiglia delle superfici ortogonali a v  sarà una famiglia di sfere.

-  Nel caso c) dei moti non stazionari dei fluidi ideali, la condizione 
di integrabilità: 9/9/ rot v — o, esprime che tanto la grandezza di rot v quanto 
la sua direzione sono stazionarie. Tenendo conto dalla forinola (14) quest’ul- 
tim a relazione ci da:

r t vi —  v i iq t =  o , v lft —  v i i p t ;= o , vx p t +  vt i± +  v i±ìt =  o .

NelJ’ipotesi vi =j= o (poiché nel caso contrario la grandezza della velocità 
diventa una costante assoluta) avremo: r t =  -L- ix qt .

Lo studio dell’esistenza delle soluzioni regolari, in questo caso si riduce 
alla ricerca dell’involuzione del sistema:

P =  Pi w1 +  P% « 2 +  Pt à i , q =  qi co1 -f- q2 w2 +  q , à t ,
(*S)

r  =  r 1 cù1 +  r 2 o 2 -— q2 c*>3 +  —  ix qt dt , dv =  v± co1 +  vt d t .

Qui abbiam o n =  4, s0 =  4 e N = 1 0 . Applicando la teoria di C artan  
si stabilisce che il sistema non è contraddittorio e che i suoi caratteri saranno 
Si — 4, ^2 =  4, s3 =  2. D a qui segue che (15) è in involuzione e le sue solu-
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zioni dipenderanno da due funzioni a 3 argomenti. Se il fluido è incom pres
sibile, aggiungendo al sistema (15) la relazione finita — £1 =  0, si otten
gono i seguenti caratteri: s± =  s2 =  4, *̂3 =  1 e ne abbiam o dunque la con
clusione rispettiva.
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