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Geometria differenziale. — Encore sur les réseaux a invariants
absolus constants ou jfonction d une seule variable. Nota di Froim
Marcus, presentata  dal Socio E. Bomprant.

RIASSUNTO. — Si rilevano i legami fra alcuni risultati di E. Bompiani, di G. Tzitzeica,
B. Segre e F. Marcus.

Dans une Note de ces Rendiconti [1] j'ai mis en évidence les deux
théorémes suivants:

1. THEOREME de Tzitzeica—B. Segre. Si les réseaux (x) et (xy) transformés
de Laplace l'un de l'autre, sont & invariant absolu constant, alors tous les
véseaux de la suite de Laplace de (x) sont a invariant absolu constant.

Ce théoréme rentre comme cas particulier dans le théoréme suivant
de F. Marcus:

2. THEOREME. S7 les réseaux (x) et (x,) transformés de Laplace lun de
lautre sont tous les deux a invariant absolu fonction de w ou de v, tous les
véseaux de la suite de Laplace de (x) sont a invariant absolu fonction de u respec-
tivement de v.

Le but de cette Note est de donner une interprétation géométrique a
ces théorémes en vertu de quelques résultats de M. Bompiani [2] sur les
équations de Laplace, résultats desquels nous avons pris connaissance récem-
ment. Pour plus de clarté nous exposons ces résultats.

Soit (x) un réseau de l’espace projectif S, et

(1) X, + aw, + bx, + cx = o,

I’équation de Laplace correspondante.
Il est bien connu que a une telle équation on peut associer les deux formes
différentielles

(2) Adudv et Adudy,

oW h=a,+ab—c et k=204, ab— ¢, et la connaissance des formes (2)
déterminent complétement I'équation (1) dans le groupe de transformations
x=ANwu,v)x et u=wu({),v=uv@®).

Si Pon considére # -+ 1 (# > 2) solutions indépendantes de (1) comme
coordonnées homogeénes d’un point x de S, alors le point x décrit une sur-
face @ sur laquelle les lignes z et v forment un réseau (x). Soit [x] la suite de

(*) Nella seduta del 14 marzo 1970.
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Laplace du réseau (x). La transformation de Laplace x; = Fis1)y + @iy 251

oux_ ;= (x_j41), +b_s1x ;1G=0,1,2, 7, -) fait passer généra-
lement d’un point x;_; d’une surface ®,_; & un point x; de ®; ou de x_
au point x_; de ®_;.

7+1

Avec 1T, H,’;, IT, nous notons respectivement les plans tangents et oscu-
lateurs aux courbes # et v dans les points x; des surfaces @,.

M. Bompiani considére les courbes extrémales des formes assocides (2).
Elles sont données par les équations

dud%—dydzu:(“gg}‘ dy — 2182 dv)dudv,
% v

(3)

ded?v —dvd2u = (ilo—’c’r—édu—-?log/é dv)dudv,
dut v
et si 7z > 3 ces courbes appartiennent aux systémes nommés par M. Bompiani
[3] systémes des courbes planaires.

De méme M. Bompiani montre que dans le Sy 2 — osculateur en x 4 ®
déterminé par les points x , x, , %, , ,, , %,,, les plans osculateurs aux courbes
(31) forment un céne cubique qui s’appuie (en droites) en dehors du plan
tangent II & un autre plan (double pour le céne) qui est comme les cour-
bes (3) invariant avec ®. Ce plan lie les points

Ax,—zx,, ; Bx,—=x,, avec A =(logh),—26 ; B=(logh),—2a

qui appartiennent respectivement aux plans II, et II,.

Un second plan invariant est obtenu en considérant les courbes (39) et
changeant /4 avec £ dans les expressions de A et B.

On obtient ainsi deux droites invariantes dans chacun des plans oscula-
teurs T, et 11 ‘de la suite de Laplace [x]. Puis M. Bompiani donne le beau
théoréme suivant:

THEOREME. La condition nécessaire et suffisante afin gue linvariant absolu
hike soit fonction de la seule variable u (ou de la seule v) est que les deux droites
invariantes situées dans 11, (dans 11,) coincident. Et si les droites coincident
dans 11, et 11, on a hlk = const. et réciproquement.

Ces résultats de M. Bompiani, conjointement avec les deux théorémes
de ci-dessus; permettent la formulation suivante:

THEOREME. S7 en deux plans osculateurs successifs 11, et T1: (11, ez 1)
les deux droites invariantes coincident, elles coincideront dans chacun des plans
osculateurs T, (T1.) de la suite de Laplace [x].

THEOREME. S7 les droites invariantes situées dans les plans osculatenrs

,, I, e I}, 11t cotncident, elles coincideront dans chacun des plans I’
et H;.
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