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Geometria differenziale. — • Encore sur les réseaux a invariants 
absolus constants ou fonction d ’une seule variable. Nota di Froim  
M arcus, presentata0  dal Socio E. Bompiani.

RIASSUNTO. — Si rilevano i legami fra alcuni risultati di E. Bompiani, di G. Tzitzeica, 
B. Segre e F. M arcus.

D ans une Note de ces Rendiconti [1] j ’ai mis en évidence les deux 
théorèm es suivants:

1. THÉORÈME de Tzitzeica-B . Segre. S i les réseaux (x) et (Gq) transformés 
de Laplace Fun de F autre, sont à invariant absolu constant, alors tous les 
réseaux de la suite de Laplace de (x) sont à invariant absolu constant.

Ce théorèm e rentre comme cas particulier dans le théorèm e suivant 
de F. M arcus:

2. THÉORÈME. S i les réseaux (x) et ( x f  transformés de Laplace Fun de 
F autre sont tous les deux à invariant absolu fonction de u ou de v, tous les 
réseaux de la suite de Laplace de (x) sont à invariant absolu fonction de u respec­
tivement de v.

Le but de cette Note est de donner une interprétation géom étrique à 
ces théorèm es en vertu de quelques résultats de M. Bompiani [2] sur les 
équations de Laplace, résultats desquels nous avons pris connaissance récem ­
ment. Pour plus de clarté nous exposons ces résultats.

Soit (x) un réseau de l’espace projectif Sn et

(1) xuv + auu +  bxv +  ex =  o ,

l’équation de Laplace correspondante.
Il est bien connu que à une telle équation on peut associer les deux formes 

différentielles

(2) h du dv et k du dv,

où h =  au +  ab —  c et k =  bv +  ab — c, et la connaissance des formes (2) 
déterm inent com plètem ent l’équation (1) dans le groupe de transform ations 
x  =  X (u , v) x' et u = u (û) , v =  v (v).

Si l’on considère n +  1 (n >  2) solutions indépendantes de (1) comme 
coordonnées homogènes d ’un point x  de Sn alors le point x  décrit une sur­
f a c e $> sur laquelle les lignes u et v forment un réseau (x). Soit [x] la suite de (*)

(*) Nella seduta del 14 marzo 1970.
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Laplace du réseau (x). L a transform ation de Laplace x{ — (xi_l)v +  ai_ 1 x ;-i 
ou x  —i - (r - ,-+1) , +  è - i+1 x_ i+l (t = o , I , 2 ,  • • • , « , ■• • )  fait passer généra­
lement d ’un point x ^ x d ’une surface à un point xt de O,- ou de x - i+1
au point x^i de <!>_,•.

Avec IT, n; , II' nous notons respectivem ent les plans tangents et oscu- 
lateurs aux courbes u et v dans les points x{ des surfaces <t>; .

M. Bompiani considère les courbes extrémales des formes associées (2). 
Elles sont données par les équations

d u d 2 v — d v d 2 u =  d u ------d») du d v ,

d u d 2 v — d v d 2 u =  ( f i ~ -  du — d») du d v ,

et si n >  3 ces courbes appartiennent aux systèmes nommés par M. Bompiani 
[3] systèmes des courbes planaires.

De même M. Bom piani m ontre que dans le S4 2 — osculateur en x  à O 
déterm iné par les points x , x u , x v , x uu) xvv, les plans osculateurs aux courbes 
(31) form ent un cône cubique qui s’appuie (en droites) en dehors du plan 
tangent II a un autre plan (double pour le cône) qui est comme les cour­
bes (3) invarian t avec ®. Ce plan lie les points

Kxu —  ; Bxv — Xn, avec A  =  (log k)u — 2 b ; B =  (log h)v — 2 a

qui appartiennent respectivem ent aux plans 11̂  et 11 .̂
U n second plan invariant est obtenu en considérant les courbes (32) et 

changeant h avec k dans les expressions de A et B.
On obtient ainsi deux droites invariantes dans chacun des plans oscula­

teurs Ulu et n * de la suite de Laplace [x]. Puis M. Bompiani donne le beau 
théorèm e suivant:

THÉORÈME. La condition nécessaire et suffisante afin que P invariant absolu 
h\k soit fonction de la seule variable u (ou de la seule v) est que les deux droites 
invariantes situées dans \ l v (dans Uu) coincident. E t si les droites coincident 
dans n ,  et 31̂  on a h\k =  const, et réciproque7nent.

Ces résultats de M. Bompiani, conjointem ent avec les deux théorèmes 
de ci—dessusj perm ettent la form ulation suivante:

THÉORÈME. S i en deux plans osculateurs successifs Iiv et II J (Ilu et 13*) 
les deux droites invariantes coincident, elles coïncideront dans chacun des plans 
osculateurs 13* (II*) de la suite de Laplace [x].

THÉORÈME. S i les droites invariantes situées dans les plans osculateurs 
ff« > n, et Tlu , n, coincident, elles coïncideront dans chacun des plans 13̂
et n*.



3°8 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Vol. XLVIII -  marzo 1970 [172]

Bibliographie.

[1] F. MARCUS, Sur le réseaux à invariant absolu constant ou fonction cTune seule variable,
«R end. Acc. Naz. dei Lincei»., serie 8a, 38 , 486-487 (1965).

[2] E. BOMPIANI, Ricerche analitiche e geometriche sulVequazione di Laplace, « Rend. Acc.
Naz. dei Lincei », serie 6a, 84-90 (1927).

[3] E. BOMPIANI, Sulla corrispondenza puntuale fra  due superfici a punti planari, « Boll.
Un. M at. Ital. », IV (1925).

[4] G. Tzitzeica, Sur certains réseaux. «C. R. Acad. Se. Paris», T. 200, 191-192 (1935).
[5] F. MARCUS, Sur quelques résultats de H. Ionas et G. Tzitzeica, « Bull. M ath, de la Soc.

Roum aine de Sc.», T. 47 (1, 2), 29-34 (1945-1946).
[6] B. Se g r e , Sur les invariants projectifs absolus attachés aux éléments curvilignes et aux

réseaux, « Jou rna l de M ath, pures et appliquées», T. 40, 135-154 (1961).


