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Analisi matematica. — Calcolo con calcolatrici elettroniche delle
Sfunzioni speciali spetianti ai sistemi polivibranti ¢ polivibranti gene-
ralizzati ed applicazioni M. Nota 1 di DeEmMETRIO MANGERON @ @)
MEeuMeET Namix OGuzrOrReLr @, Leonipa EvceEnio KrivosHeEIn @
e Francesco Saverio Rosst @, presentata ® dal Socio M. PIconEk.

SUMMARY. — This is the first attempt to elaborate a unified theory of special func-
tions of several variables and to construct some new tables using computers. In the present
Note various classes of special functions and polynomials, oirthogonal or not in a certain
domain, using the authors’ polyvibrating systems approach are given and some of related theo-
rems are exposed.

1. Si deve all'lllustre Accademico Linceo Mauro Picone il merito di
aver data una poderosa spinta all'uso delle calcolatrici elettroniche ed in
particolar modo al loro proficuo impiego, per il progresso della scienza e
della tecnica odierne, nell’ambito dell’l.N.A.C., da Lui ideato e fondato [1], [2].

Gli AA., dopo aver recentissimamente utilizzato le calcolatrici elettroniche
nella programmazione del controllo di certe macchine utensili [3], si propon-
gono di esporre in una serie di Note elaborate per questi Rendiconti vari
risultati concernenti il calcolo con calcolatrici elettroniche delle funzioni
speciali spettanti ai sistemi polivibranti e polivibranti generalizzati, risalendo
poscia, grazie all’analisi delle soluzioni di certi sistemi funzionali (differenziali
o alle derivate parziali ed a differenze finite) all’esposizione di una feoria
unitaria delle funzioni speciali in qualunque numero di variabili indipendents.

Un’altra serie di Note, che costituisce l’estensione naturale dei nostri
studi concernenti i sistemi polivibranti o alle derivate totali di Picone [4]-[8],
& dedicata a vari problemi relativi all’esistenza, l'unicita, I'analisi spettrale,
I'approssimazione e la valutazione degli errori commessi spettanti alle funzioni
appartenenti a diversi spazi funzionali, gli sviluppi in serie di funzioni carat-
teristiche corrispondenti ai sistemi polivibranti gemeralizzati, la programma-
zione dinamica ed applicazioni di poderosi procedimenti odierni variazionali,
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dovuti soprattutto in un’ammirevole generalita a M. Picone [9], [10], spet-
tanti ai detti sistemi, differenziali ed integro-differenziali, lineari o no, conte-
nenti o no argomenti ritardati oppure operatori alle differenze finite, 77 qua-
lungue numero di variabili indipendenti, di cui il prototipo & dato estendendo
in un apposito modo il sistema di Sturm-Liouville, esaurientemente studiato
nella oramai classica Tesi di abilitazione di Picone [11], [12], e cioé:

(O [AG@7 @) +MB@u@) +r[B@E % @) +C@u@]=o,

x:(xl,xz,-.-,Xm> y R{x[ajnggéj;j—_:1,2’...’m},
7:—1
(2) (%()_Su(x)z...:a]_n.z_‘l(i> —0,
K ox xXp=a;;b;
' 77T
"1+n2+"'—|-nm
(3) ' (x) = = u(x)

n n n
1 2 m
Oxy” Oy~ -me

La novita nello studio dei sistemi polivibranti generalizzati consiste nel
fatto che il dominio « rettangolare » R {a; <x; < 4;} ¢ a m dimensioni ™,
il simbolo ' denota la derivata polivibrante generalizzata (3) che si riduce
a sua volta, per #;=1 (j=1, 2, -+, m), alla derivata prima totale di Picone
ed i modelli matematici varlauonah corrispondenti contengono per la prima
volta, come lo fu gid nel caso di sistemi polivibranti, operatori differenziali
d’ordine qualsivoglia ®),

In cid che segue enunceremo, prendendo le mosse da alcuni sistemi
polivibranti generalizzati, una prima serie di teoremi concernenti varie classi
di funzioni speciali e ne dedurremo certi risultati relativi ai polinomi poli-
vibranti generalizzati ed ai polinomi polivibranti ortogonali in domini pre-
scelti. Additeremo, in fine, alcune congetture concernenti le funzioni speciali.

2. A proposito di alcune forme speciali di equazioni polivibranti gene-
ralizzate del tipo di Sturm-Liouville hanno luogo i seguenti teoremi:

TEOREMA L. — L'insieme di soluzioni dell equazione polivibrante generalizzata

(4) (e0*2 + FOF + &) u, (x) + (0% 4 ) 2, (x) =

IT G- — 1) e 1) e L — 1) e 2y ) e )

J=

(7) Vari problemi al contorno ben posti concernenti sistemi polivibranti generalizzati
non richiedono necessariamente — come, lo abbiamo dimostrato a suo tempo per i sistemi
polivibranti — che il contorno sia, costituito da caratteristiche.

(8) In una serie di recentissimi lavori dovuti all’Accademco Statunitense Garrett Birkhoff
[13], [14] ed al prof Gugliemo J. Gordon [15], [16] della General Motors Corporation, basati
su alcuni dei nostri risultati concernenti i sistemi polivibranti o sistemi alle derivate totali
di Picone, pubblicati in questi « Rendiconti » [17], [18], [19], si sottolinea ben giustamente
il fatto che « there seems to have been no English language account of the important results
of these European mathematicians» [15, p. 236].

13. — RENDICONTI 1970, Vol. XLVIII, fasc. 2.
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m
contiene soluzioni polinomiali in variabile composta 0% = H xj’.’f di qualungue
grado n(n=1,2,---), essendo n;(j=1,2, -, m) nm];elrz' naturali.
TEOREMA 1. — Le soluzioni polinomiali di gualungue grado n(n=1,z2,---)
in variabile composta 0¥ = l_mll xj’.’f dell’ equazione polivibrante generalizzata (4)
7=

di cui sopra possono costituive una catena polinomiale oppure — cid che é lo
stesso — un sistema ortogonale di polinomi in un certo dominio a m dimen-
sioni se ne ha luogo I'ineguaglianza

ONE {II oy (n— 1)y + I>>—ﬁ G — 1) ¥+ I>>H=

— [Hl Oy — 2 my 4 ) — L] o+ (0n —2) x>>j ‘
7=
= Q0 s I s 2 gt

TEOREMA III. — Le soluzioni po[z'nomz'alz' ortogonall di qualungue grado
n(n=1,2, ) invariabile composta 0* = II x 7 spettanti ad un certo domi-
nio «rettangolare» a m dimensioni dell’ egmzjzzone polivibrante generalizzata
© P () 2, (2) + Q (%) 2, (%) + [R (#) — W], (%) = 0,

X=Xy Xy, Xy,

ove P(x),Q (x), R(x) sono pur essi polinomi in O, corvispondono ai valori
del parametro

ONEEES) | (CORRCEBPREIIT § (G LN P

7=

diversi tra di lorvo.

3. Siano
® =09 )+ [c—(a+ b+ 1) 0% o' (x) — abu (x) = o,
) 0%2 ' (%) + 6% o' (%) + [6%2 _vz(n1+n2+~~~+nm)] u (%) = o,
(10) (1 —0%%) 2 () — 2"H"2 T gy () 4 (x) = o,
(11) (1 — %) " (x) — 0% o' (&) + &2 u (%) = o,

m E9nl+nz—}-~~-+nmu

* n; _ .

6 —-ijf y X =(X, %9, %) , U= s —
J=1 ox," Oxy <eeox,

le equazioni polivibranti generalizzate che possono considerarsi estensioni ad
un qualsiasi numero di variabili indipendenti delle classiche equazioni di
Gauss—Jacobi (ipergeometriche), Bessel, Legendre e Tchebycheff.
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Le funzioni di cui sotto sono, rispettivamente, soluzioni di (8)—(11):

"d()(n)F(,,)(a b;c; 6*)_1+_ - T R K
e T
ab+(@+ 6+ 1) I ! ”+W+b+”rU“%~%+UHi1@wﬂ
. j L j= . ..
(12) { c,l_[(2”; (% + +H (2 7)! H (27 4 I))+H(3”j"‘(”j+1))
s=1 st A a
aé+(a+b+l)n((ﬁ_l)ﬂj”‘((pﬁz)%'"kl))‘l'n((i’—l)”j"'((15—3) 7+1))
J=1 | e*p_l_ -

| ¢ IL e 2=+ ) + IL (2 (2 —2) 7y + 1)

0 Ta () = 14 X (— 07

p*22
y) m m 2§n‘
(13) III:I—[l((zz‘-l— 1) 75+ - (24m; + 1)) H(zz’nj- c((2i—1) 7 + 1)) + I} —v ! J%
1=1"7= J=1
2§n m
B § SC0 <fe—z>n+1>>+H</m, (B — 1) m; + 1)),
ﬂE,zé:(u,-) Pty (09) =
? m
% I IL(e—2it2)m- (2 6—24) m + 1)) 6% 2222
E 7=1 7=1
—_ 2 ” ’
- E[ll«m—qa@nxnb~n~n@+my -
(14) .[H((z,é—zz‘—l)nj ((2,é_2z——2)nj—|—1))+221 }—lt
j=1
A= 7\2k;n1+n2+---+nm =
m m §
| _71—=Il (2knjr - ((2k—1)n;+1)) [L[I ((2k—1)n; - ((2k—2)n;+1))+21 J
Tn:(nj) o) = 20 aim—i;(nj) 0%, np= (11,09, ", n,,),
Crn—ri(n) =
(15> B I;I (n—r—+2)n '((”_7)”;'+I))“r—2,n—r+2:(n].)

jI__Il (=) nj-- -(n—r—2) ”j+1))+_1;[1 (e—=7) - - - (n—7—1) m;+1)) —

=H (e (5 —2) my 4+ 1)) + II (e (5 — 1) 1y + ).
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Rimandando il lettore ai prossimi fascicoli del Bollettino dell’ Istituto
Politecnico di lagi per le espressioni di varie classi di nuove funzioni polivi-
m

branti generalizzate, per i dati concreti concernenti gli zeri 6% = I I x77 = cost.,
. J

tutti reali, delle successioni polinomiali determinati, per varie formule di
maggiorazione, ad esempio per le estensioni di polinomi di Legendre [20],
[21] ed altri ancora, ci permettiamo di estendere costi per diverse classi di

m
"
polinomi e di funzioni dipendenti esclusivamente dal prodotto 6% = J ] %/

ed ottenuti nell’ordine di idee di qui sopra la congettura enunciata nella nostra
Nota recente inserita nei Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, relativa a

m
simili funzioni e polinomi dipendenti esclusivamente dal prodotto 6 = ] «;

7=1
[31] e pendenti dai sistemi polivibranti ossia con derivata totale di

Picone.

4. Passiamo ora alla costruzione delle successioni di polinomi ortogonali
n+1

m n—(£—1)
generalizzati P::(nj) (0 = E a:—l,n;(nj) <H xj"f> scegliendo per dominio
=1 7=1
d’ortogonalita l'ipercubo R*{—1 <2, <4+ 1,7=1,2, -, m} e per fun-
zione peso l'uniti. 7
a) Nel caso in cui numeri naturali #;(j= 1,2, --,7) figuranti

nell’espressione della derivata prima polivibrante generalizzata sono pari,
n+1
. . . . . . .« . * .
tali polinomi, normalizzati tramite la condizione E @p—1,n;(n) =1, Sl presen-
1

tano sotto la forma che segue:
n+1 N L
n—(k—
(16) An+1(n>Ed/é ln(n)e ¢=D —

241

B ’;1 <—— I)k_l 11;11 JIZII ((n — &+ Zl) 7, + I) A:';,nJrl?(”lj) e*n_(é-l)y

avendo il determinanté d’ordine # 4 1 ,Ajﬂ;(nj), tutti gli elementi della
prima linea uguali all'uno e I’elemento generico appartenente alla linea 7~ma
ed alla colonna A-ma sotto la forma

m

) (CER DTN | (CRE R PEE

.Jl'illgn_{—i"k—@”j—l— I)"'Jljl((i—-z)nj—F 1),

mentre il determmante minore dordme 7, A,k Li0) » ha gli elementi
oc,l,n+1, e o 1,,,+1,oc,k+1 ntl s ,ocm+1 a+1 della linea 7—ma dati tramite i
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seguenti prodotti
titnn =L@ +7—=3m+ 0 TL G+ i—=Hm+ 1)
J= /=

T +i—t—2m+ 0 T G—2n+ 0,

it = l_Il (o +7—2)m; 4 1)--- IIl (o4 2—k+1)m+ 1)-
J= 7=

~JIle((n+z'—é—2)nj+ 1)---}5{(@'—2)1@—}— 1),

il = u (2 + i —2)m; + 1>---1'I1 ((n+i—&)n+1)-
J= 7=

T @+ i—b—gm+ 0T G—2m+ 0,

a2+1,n+1:[11((n+z'—-2)nj+ 1)---11((%4— i—R)yn; 4+ 1)-

-jf[l((n—l—z'—-,é——z)nj—l— I)---JIzII((z'—I)nJ-—{— 1.

b) Nel caso in cui #; (j =1, 2,---,m) sono dispari, le espressioni dei
n

n
. . * *. * *2n—217 * *. *
polinomi Pa,i) (07) = X @202500 8" 7 € Ploisioy (0) = X @hr2mt1,0p°
- =0 =0
n

*2p41—27 . .. . . N *
07 hormalizzati rispettivamente tramite le condizioni E @21,9m;n) = 1
=0

n
* . . . * . .
e E @120 413 = T, ortogonali nel medesimo ipercubo R™ di cui sopra,
=0

essendovi funzione peso uguale all’'unita, si presentano sotto la forma se-
guente

<I 7) A;’H(”j) P;”K”j) (e*> =
n nt+l m ' % %
=¥ (1 ((en—2k+2G—2) 1+ 1) A om0 7,

=0 =2 7=1 /
(18) A;n-l-l;(”j) P;n+1;(nj) (0% =

X 3 A * * A

) — 1 I1 II1 (n—2k+20G— 1)+ 1) Adaurtioy 0 T,

= i=2 j=

. . * * * * * *
O;/e gh element; 1,225 " "y 5,20 5 Ae42,2n 5" " " Xin+1,22 € %;1,2241 5" X2, 2041

k42,2041 5" " *y %int1,2.41 dei determinanti minori a # linee e % colonne
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* * . . .
A,ﬁ,gn;(,,j) e A.,'k,2n'+1;(nj) sono dati rispettivamente:

N

| m
o= I_I (e nt2(GE—3) ni+1)-- 11 (en—2k+2G—D)n+1)-

z§|

Il
—~

7

@r—2tt2G—3)m+0 I CG—2m+0,

ocz,gnzjlill((zn—l—z(z'—z))nj+1)~--1jl((zn—|—z(z'——/e)) i+ 1)-

~j1i[1((2%—2/%—{—2(z‘—~3))n,-+1)---£—[1(2(i—2)nj+1),

(19) . ”
“:‘;+2,2n:1_;[1<2 nt2(GE—2)n;41)- --Q((zn~2k—|—2 GE—1)n+1)-
-l;[l((2%—2%—}—2(2’——4))%,-—1—1)---1’;1(2 G—2)n+1),
och,H,gn:fIl((zn—l—z)nj—}— 1)---1:11((2n—2é+2(z'— 1)) 7; 4+ 1) -
“I -1;11((2%~2k—]—2(z'——3))n1—|—1)--~1_1(2(z’——1)nj—|—1);
[ m m
a}‘l,gnH:lJl((z n4-2(E—2)n,+1)- --1:[1((274—2/@4—2 Hn;+1)-
-I:Il((2%—2%—1—22‘———4)%]-4—1)-~~f[1 @E—r1)n+1),
a2,2n+1=17_:[1((2 nt+20GE—1))n+41)- --f:[l((zn—zé—!—z(z'—l—l)) 7%i--1) -
Tl @n—2b+2i—pmtn- T ee—nmn+n,
(20) = -

xj.;+2,2,,+1=[! (2n+2GE—1)n+1)--- H1 ((2n—2k+20) nj+1)-
Jj= J=

-li((zn——z/e-}—zz’——@n,—l—1)-~-f:!(2(i—-1)nj~+1),

J 01;+1,2n+1=[[1((2%+2 —1)n+1)--- 11((2”—2'&‘*‘“')”;'4‘1)‘

E ” ”

\‘ -Hl((zn—z,é+zz'—-4)n,+1)---11<zm,.+1).
J= 7=



[103] D. MANGERON ed ALTRI, Calcolo con calcolatrici elettroniche, ecc. 167

In questo ultimo caso hanno luogo i teoremi seguenti:
m

TEOREMA IV. — Le ipersuperfici 0" = 11 x;f = cost che corrvispondono
i=1

gli zeri dei polinomi P;n,@)(@*) ¢ Pani1; ) (0%) si separano reciprocamente ¢
suddividono il dominio « retmngolare » R {ocj <% <bj;j=1,2,,m} in
n + 1 domini parziali.

TEOREMA V. — [ sistemi di polinomi ortogonali di cui sopra soddisfano
una relagione di rvicorremza linearve collegante tre polinomi di gradi successivi
(estensione per i sistemi polivibranti del teorema di Szegé).

5. Osservazioni. 1) In alcune delle nostre Note di prossima pubblicazione
additeremo la possibilita di utilizzare con profitto queste nostre ricerche
nei problemi concernenti la teoria dell’approssimazione delle funzioni di
variabili reali tramite le «spline» funzioni, introdotte dall’l. J. Schoen-
berg [22] e largamente trattate negli ultimi due decenni. Infatti, le proprieta
delle funzioni sopraddette, ad esempio della «spline» funzione d’interpola-
zione del tipo II' [23] contengono tra l'altro la minimizzazione del funzionale

518,
04 . .. . .
/ f g (x; 2 72) % dx; dx, che rappresenta un particolarissimo caso dei problemi
3 37

a1y
variazionali, trattati nei diversi spazi funzionali e concernenti i sistemi poli-
vibranti e polivibranti generalizzati, trovatisi nelle nostre pubblicazioni sin
dal 1932 [24].

2) In un’altra serie di Note daremo alcuni dettagli, tenendo presente una
bella ricerca dell’Accademico Statunitense C. Truesdell [25] concernente
funzioni speciali in una sola variabile indipendente, spettanti all’elaborazione
di una teoria unitaria delle funzioni speciali in un numero qualunque di varia-
bili indipendenti, prendendo le mosse dallo studio delle soluzioni di certe
equazioni funzionali (differenziali o alle derivate parziali ed alla differenze
finite), tale, ad esempio, 'equazione

(21> DF(x1!x2,"')xm;al:“Zr"')“m):

:F<x1!x2)"':xm;al+A1D)"'yam+AmD>7

ove a;(j=1,2, --,m) sono parametri e A;p(j=1,2, -+, ) numeri
dipendenti dall’ operatore differenziale D oppure soltanto dall’insieme 7,
(j=1,2,---,m) ove si tratti di operatori polivibranti, ovvero dallo studio

delle soluzioni di certi sistemi funzionali, come lo &, ad esempio il sistema

/

N 9,2™

Fxy, 20500, 09) = F(x, 29500 4 721, 09),
(22)

e

ox

F(xy,29;00,0) =Fx;,x9; 01, a9 + 7y),
2
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. . . gt . L.
corrispondente al caso in cui l'operatore D = —~— e yiducibile nel senso

di Picone [26], [27]. oz da

3) Sarebbe interessante esaminare eventuali estensioni al campo degli
operatori polivibranti di recenti risultati conseguiti nello studio generale dei
polinomi in una sola variabile o dei polinomi di Tchebycheff [28], [29], [30].
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