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A nalisi m atem atica. —• Calcolo con calcolatrici elettroniche delle 
fu n zio n i speciali spettanti ai sistemi polivibranti e polivibranti gene­
ralizzati ed applicazioni(1). N o t a  I d i  D e m e t r i o  M a n g e r o n  (2),(3), 

M e h m e t  N a m ik  O g u z t ö r e l i  (4), L e o n i d a  E u g e n i o  K r i v o s h e i n  (5) 

e  F r a n c e s c o  S a v e r i o  R o s s i  (6), p r e s e n t a t a  (*} d a l  S o c i o  M . P i c o n e .

Summary. -— This is the first attempt to elaborate a unified theory of special func­
tions of several variables and to construct some new tables using computers. In the present 
Note various classes of special functions and polynomials, orthogonal or not in a certain 
domain, using the authors’ polyvibrating systems approach are given and some of related theo­
rems are exposed.

I. Si deve all’Illustre Accademico Linceo M auro Picone il merito di 
aver data  una poderosa spinta all’uso delle calcolatrici elettroniche ed in 
particolar modo al loro proficuo impiego, per il progresso della scienza e 
della tecnica odierne, nell’am bito dell’I.N.A.C., da Lui ideato e fondato [1], [2].

Gli AA., dopo aver recentissim am ente utilizzato le calcolatrici elettroniche 
nella program m azione del controllo di certe macchine utensili [3], si propon­
gono di esporre in una serie di Note elaborate per questi Rendiconti vari 
risu ltati concernenti il calcolo con calcolatrici elettroniche delle funzioni 
speciali spettanti ai sistemi polivibranti e polivibranti generalizzati, risalendo 
poscia, grazie all’analisi delle soluzioni di certi sistemi funzionali (differenziali 
o alle derivate parziali ed a differenze finite) all’esposizione di una teoria 
unitaria delle funzioni speciali in qualunque numero di variabili indipendenti.

U n ’altra serie di Note, che costituisce l’estensione naturale dei nostri 
studi concernenti i sistemi polivibranti o alle derivate totali d i Picone [4]-[8], 
è dedicata a vari problem i relativi all’esistenza, l’unicità, l’analisi spettrale, 
l’approssim azione e la valutazione degli errori commessi spettanti alle funzioni 
appartenenti a diversi spazi funzionali, gli sviluppi in serie di funzioni carat­
teristiche corrispondenti ai sistemi polivibranti generalizzati, la program m a­
zione dinam ica ed applicazioni di poderosi procedim enti odierni variazionali,

(*) Nella seduta del 14 febbraio 1970.
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dovuti soprattu tto  in u n ’am m irevole generalità a M. Picone [9], [io ], spet­
tan ti ai detti sistemi, differenziali ed integro-differenziali, lineari o no, conte­
nenti o no argom enti ritarda ti oppure operatori alle differenze finite, in qua­
lunque numero d i variabili indipendenti, di cui il prototipo è dato estendendo 
in un  apposito modo il sistem a di Sturm -Liouville, esaurientem ente studiato 
nella oram ai classica Tesi di abilitazione di Picone [11], [12], e cioè:

( 0  [A (x ) u ' (x) +  XB (x) u (x)Y -f- X [B (x) u' (x) -j- C (x) u (x)] - o , 

x  =  (xi , x 2 , ■ ■ ■, x m) , R  {x  I.aj <  xj <  bj ; j  =  1 , 2 , • • •, m  },

(2)

(3)

u (x) = du (x)
dXj

d 3 u{x)
_ n-—1dx:1 / ,

J 1  * 4  =  an b 4

=  o

u r (x)
•+nn u (x)

dx * dx22* • • dxx. ù m

L a novità nello studio dei sistem i polivibranti generalizzati consiste nel 
fatto che il dominio « rettangolare » R { a j  <C Xj <Ç bj} è a ni dimensioni 
il simbolo ' denota la derivata  polivibrante generalizzata (3) che si riduce 
a sua volta, per n j=  1 ( j  =  1, 2 , • • - , m ), alla derivata prim a totale di Picone 
ed i modelli m atem atici variazionali corrispondenti contengono per la prim a 
volta, come lo fu già nel caso di sistemi polivibranti, operatori differenziali 
d ’ordine qualsivoglia <8b

In ciò che segue enunceremo, prendendo le mosse da alcuni sistemi 
polivibranti generalizzati, una prim a serie di teoremi concernenti varie classi 
di funzioni speciali e ne dedurrem o certi risultati relativi ai polinomi poli- 
v ibranti generalizzati ed ai polinomi polivibranti ortogonali in domini pre­
scelti. A dditerem o, in fine, alcune congetture concernenti le funzioni speciali.

2. A  proposito di alcune forme speciali di equazioni polivibranti gene­
ralizzate del tipo di S turm -Liouville hanno luogo i seguenti teoremi:

T e o re m a  I. — U  insieme di soluzioni delVequazione polivibrante generalizzata

(4) 0?6*2 + / 6 *  +  g) ul, (x) +  (s0* +  y) «« 0*0 =
m

I l  (nnr  ■ ■ ((:n —  i)  nj +  i))
m

e n ((w —  I )« ,- • • ( ( «  —  2) nj +  1)) +  s Un (x)

(7) Vari problemi al contorno ben posti concernenti sistemi polivibranti generalizzati 
non richiedono necessariamente — come, lo abbiamo dimostrato a suo tempo per i sistemi 
polivibranti — che il contorno sia, costituito da caratteristiche.

(8) In una serie di recentissimi lavori dovuti all’Accademco Statunitense Garrett Birkhoff 
[*3]? [r4] ed al prof. Gugliemo J. Gordon [15] , [16] della General Motors Corporation, basati 
su alcuni dei nostri risultati concernenti i sistemi polivibranti o sistemi alle derivate totali 
di Picone, pubblicati in questi « Rendiconti » [17]» [18], [19], si sottolinea ben giustamente 
il fatto che « there seems to have been no English language account of the important results 
of these European mathematicians» [15, p. 236].

13. — RENDICONTI 1970, Voi. XLVIII, fase. 2.
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m

contiene soluzioni polinomiali in variabile composta 0* — n x nJ di qualunque
j=i J

grado n (n =  1 , 2 , • • •), essendo nj ( j  =  1 , 2 , • • •, m) numeri naturali.

TEOREMA II. — Le soluzioni polinomiali di qualunque grado n ( n = i  , 2 , • • •)
m

in variabile composta 0* =  n x nß delVequazione polivibrante generalizzata (4)
. i =1di cui sopra possono costituire una catena polinomiale oppure -  ciò che è lo 

stesso -  un sistema ortogonale di polinomi in un certo dominio a m dimen­
sioni se ne ha luogo V ineguaglianza

(5) £ I l  O ni- (O  —  0  nj +  0 )  —  n  (»»*• - - ( (n—  1) n* +  i))
.y=i j=1 J 4 =

m m
n  (* * ,•••((»  —  2) nj +  0 ) — n  (»»*• ••((» —  2) n* +  i))

y -i J J
n* — o , i , 2 , • • •.

TEOREMA III. -  Le soluzioni polinomiali ortogonali di qualunque grado
m

n (n =  i ,2  , - - in variabile composta 0* =  x nJ spettanti ad un certo domi-
j =1 J

nto « rettangolare » a m dimensioni delV equazione polivibrante generalizzata 

(6) P (X) Un (X) +  Q (x) Un (x) +  [R (x)  XJ Un (x) =  O ,

X Xj , x% , • • * j xm,

ove P(x) , Q (x) , R(V) sono pur essi polinomi in 0*, corrispondono ai valori 
del parametro

(7) K =  I I  0nnj• ••((»  — 1) ny+ 1))
J = 1 I l ( ( »  — 0 » y  • •((» —  2)%  +  i ) ) + £_ y=i

diversi tra di loro.

3. Siano

(8)

(9)

(10)

( t i )

e* (i — e*) u" (x) +  [C —  (a +  b +  1) e*] » ' (x) —  abu (x) =  o, 

6* 2 * "  (x) +  6* u' (x) +  [6*2 — v2(’’i+',2+ ' ' ' «  (x) =  o,

(1 —  e*2) u"  (x) —  2Mi+”2+ ' ' ' u' (x) +  (x) =  o,

(i —  Q*2) u"  (x) —  6* * ' (x) +  k l % u  (x) =  o,

m
e* = ITV ’ x  =  (x i > x ‘i ■ - , x m)  , —2*1+*2+* ' '+nmu

n~ n n n
dx l  dx2 - - - dxm

le equazioni polivibranti generalizzate che possono considerarsi estensioni ad 
un  qualsiasi num ero di variabili indipendenti delle classiche equazioni di 
G au ss-Jacobi (ipergeometriche), Bessel, Legendre e Tchebycheff.
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Le funzioni di cui sotto sono, rispettivam ente, soluzioni di (8 )-(ii) : 

aQ ; (*j) (a > b î c ; Ö*) “  1 H 6* +  * • • H-------— - •
c n  !

7 = 1 * H * l
7 = 1

(12)

ab -f (a +  b +  1) Y l  nj  ! ab -f {a -f b -f 1) (2 n,-- • • {nj +1)) -f I^[ (2 «/) !
_______   j =1_______________________ 7=1  7=1

^  m m m

r i  (2«y .. .(«y+  I)) +  n  (2»y)! C I I  (3 «T • • (2 «y +  I )) +  J I  (3 Uj • • • («y +  I ))
7 = 1 7 = 1 7 = 1 y=l

ab-\- {jàÂ -b-\-1 ) n  ( ( / - : )  nj- • • ( ( /  — 2)« y + l))+  n  ( ( /  — I) nj- • • ( ( /  — 3) « y + i ) )

7=1  7=1

( / « y  •(( /  — 2)»y +  I))
7=1  7=1

7 y>=i
0*2/

f n )  / p \ m
K ^  ' i r , r i ( ( 2  2 +  i) nj' • - (2 zVz, - f i) )

,=iL*=i n  (2 ^  ■ • * ((2* 1 ) nj + 1 )) +
7=1

2 2  ** n

2 2  nj

\ 1 = n (%• • • ((£—2) », + o)+n (%• • • p—O n j+0),
7 = 1 7 = 1

a 0 , 2 k ;(ny) ? 2 k \(n j)  ( 6 * )  —

p  m

n n  ((2 k — 2 i -f- 2) ?z7- • • • ((2 k — 2 i) n j+  1)) 0* 2p
i=  1 7  =  1

(H )

n  J I I  ((2-é — 2 i)tlj-- -{(2 k—2 i--I)«y +  Ij).
2= 1 \7=1

n  {{2 k — 2 i ---l)zzy • -((2/£ — 2 / ----2) ?^-{-l))-l-2 1
7 = 1

2« ,

^ =  ^2k; * l + » 2  + • • * + » »

n  (2 knp  • -((zk —  I)nj  +  i))
7 = 1

P [ ( ( 2 Ì —  I > y  • ' ( ( 2 /è—  2 > y + l ) )  +  2 1
7 = 1

S  «•

(15)

T ^ ; ( ^  )  (0 )  2  a i ìn —i\{ n .)  6  *> —  ( ^ 1  ) ^ 2  > * * ’ 1 n m )  >J 2=0 J

fl'rìn—r'\{jij) ’==‘
m

n  ((« — r  +  2) n j- ••((« — /•) «y +  i)) «r_ a>w_,.+3i()ÿ)

jn m  ̂ _ *
n  ((»—>-) « y  •((»— r — 2) «y+i)) +  n  ( (n -r )n ,-  ■ \(n— r —  i) «y+i)) — /è*2
7 —1 7=1

^*2 =  I I  (nnj ‘ • • ((» —  2) «y +  I)) +  H  (nnj- • • ( ( » —  i) nj +  i ) ) .
y=i y=i
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R im andando il lettore ai prossimi fascicoli del Bollettino delVIstituto 
Politecnico d i Iasi per le espressioni di varie classi di nuove funzioni polivi-

m
branti generalizzate, per i dati concreti concernenti gli zeri 0* =  n  x nJ =  cost.,

J=l J
tu tti reali, delle successioni polinomiali determ inati, per varie formule di 
maggiorazione, ad esempio per le estensioni di polinomi di Legendre [20], 
[21] ed altri ancora, ci perm ettiam o di estendere costì per diverse classi di

m
polinomi e di funzioni dipendenti esclusivamente dal prodotto 0* =  nv

, . . . J'=1 ed ottenuti nell’ordine di idee di qui sopra la congettura enunciata nella nostra
N ota recente inserita nei Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, relativa a

m
simili funzioni e polinomi dipendenti esclusivamente dal prodotto e =  n  xi

./=1
[31] e pendenti dai sistemi polivibranti ossia con derivata totale di 
Picone.

4. Passiam o ora alla costruzione delle successioni di polinomi ortogonali
n + l / m \n-(k-l)

generalizzati P (6*) — 2  ^*-1,«;(«•) I TT x nA  scegliendo per dominio
J J \ j =1 J !

d ’ortogonalità l’ipercubo R* {—  1 <  Xj <  +  1 , j  =  1 , 2 , • • •, m }  e per fun­
zione peso l’unità.

a) Nel caso in cui num eri naturali nj ( j  =  1 , 2 , • • •, m) figuranti 
nell’espressione della derivata prim a polivibrante generalizzata sono pari,

n +1
tali polinomi, norm alizzati tram ite la condizione ^  ak_lìn.̂ n  ̂=  \ ì si presen-

1 3
tano sotto la form a che segue:

n+1
/ T/r\ - A* V* '* n**-(>&-l)xd V/ &k—l ^

3 k=l 3

*+ l n m

— 2  ( o * 1 n  r x  ^ +  a  nj +  0  Aik,n+i\(n-) 0 {k i),k = l i= 1 j= 1 3

avendo il determ inante d ’ordine n +  1 , A*+1;(^.), tu tti gli elementi della 
prim a linea uguali all’uno e l’elemento generico appartenente alla linea z-ma 
ed alla colonna L m a  sotto la forma

m m

n ((» +  « -  2 ) « , - + 0  • n c e *  +  i — k)n ,  +  O •
f=i /=1

w m

■ n  ((» +  i — k — 2) n j + 1 )  • • • n  v — 2) nì  + .  1).
j=1 1

m entre il determ inante minore d ’ordine n , A ^ + w * .) , ha gli elementi
* * ■ ■$£ * , 1. 3. t • .r  * - , &ik-i,n+i , a^+i,»+i , • * *, a*v+i,«+i della linea z-m a dati tram ite 1
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seguenti prodotti

*
a*i,*+i

m

=  I I  ( 0  +  i
7 = 1

—  3) %
m

+  0  • • • I l  ((» +  i —  k) Hj +  1) ■
y=1

• XX ((» +  * —  ^ — 2)»^-+ D - Ì i ( ( * - - * ) « , +  o>
y=i y=i

*
2̂/È — 1,22 + 1

222

=  I I  ( 0  +  *' —  2)
y=i

»2
+  0 :  • • X I  (0* +  O n} +  1) •

7 = 1
m

• J J  ((^ +  Z --- - /è ---  2) TZy
7 = 1

222

+  O H  ((« —  2 ) « y +  i ) ,
7 = 1

222 222
<*ÉH-1 , » + 1 = FI ((» + 2   2) t l j + i) • • • XX ((22 + i   k) «y + i) •

7=1 7=1
m m

■ XI (O + i — k  —  3) nj + 1) IX CO* — 2) «y + 1) ,
7=1 7=1

<4 *+i,k+i =  IX  (O  +  i  —  2 ) nj +  1) • • • IX  {(n +  i —  k) fij +  1) •
y=i /=1

222 222
■ XX ((» +  * —  £ —  2) nj +  1) • • • XX ((* —  i) nj +  1).
.y=i y=i

b) Nel caso in cui nj ( j  =  1 , 2 , • • •, ni) sono dispari, le espressioni dei
n n

polinomi P2w;(«•) (6 *) =  2  Ö2/,a«;(«y) 0*2m“ 2/ e PL+1;(«.) (0 *) =  2  4/,2«+l;(«.) •
/=0 7 7 1=0 7

n

• 6 , norm alizzati rispettivam ente tram ite le condizioni ^  <22/,2«; (22.) =  1
/=o 7

22

e 2  ^2a222+1;(22.) =  i , ortogonali nel medesimo ipercubo R* di cui sopra, 
/=o 7

essendovi funzione peso uguale all’unità, si presentano sotto la form a se­
guente

(I?) AL;(22y) P 222 ;(22y) ( 6 ^  =
22 22 +  1 222

=  E  (—  0* n  I I  ((2 « - 2 k + 2 ( 2 - 2 ) )  nj +  I) A S ., . ;6v) e*2”- 2",
£=0 i=2 7 = 1 7

( l 8 ) A 2w + l;(ny) P 2 22 + l;(»y) ( 9  ) =-

22 22 +  1  222

= S ( - o 4 n n  ((2 n  —  2 /è +  2 (i —  1)) «y +  l) A«,2„+l;(„ ) 0 * 2*+1 2 ,̂
Æ = 0 2 = 2 7 = 1 '

ove gli elementi^ oĉ-1 a2« > * * * ? 2̂̂ ,222 ? 2̂̂ +2,222 > * ‘ * > 2̂22+1,222  ̂ 2̂1,222+1 > * * * > 2̂̂ ,222+1 > 
a2̂ +2,222+1 , • • * > 0C222+1,222+1 dei determ inanti m inori a ^  linee e ^  colonne
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A*k)2n;(ny) e A#,2*+i ;(»y) sono dati rispettivam ente:

<4i , 2 » = Y L  ((2 » +  2 ( i  —  3))%+I>- • • J J  ((2 22 2>è +  2 ( i   l) )»y+ l)  •
/= 1 y=i

I l  ( ( 2  22 —  2  Æ +  2  (2 —  3 ) )  22, +  i )  • • • J J  (2  (2 —  2 )  22y +  i )  ,
y=i y=i

a# , 2 » =  II  ( (2  22 + 2 (2 —2 ) ) 2 2 y +  i ) -  • • H  ( ( 2  22 + 2  (2 ----Æ)) 22y + i )  •
/=1 y=i

(19)

• H  ( (2  22 —  2 k  +  2  ( i  —  3 ) )  22y +  I ) .  • • II  (2  (2 —  2 )  22y +  i )  ,
y=i y=i

»2 m
< ^ + 2 ,2 * =  II  (2  22 +  2 ( 2 ---- 2)22y +  l ) -  • • H  ( ( 2 2 2 ----- 2  k + 2  ( i -----  i ) )  2 2 y + l )  •

y=i y= i

H  ( (2  22 ----  2  k  +  2 ( î  —  4 ) )  22y +  i )  • • • H  (2  (2 —  2 )  22y +  l )  ,
2=1 2=1

^««+1,2«=  H  ( (2  22 +  2 )  22y +  i )  • • • H  ( (2  22 —  2 k  +  2  (2 ----  i ) )  22y +  i )  •

• H  ( (2  22 —  2 k  +  2  (2 —  3 ) )  «y +  i )  • • • I l  ( 2  (2 —  i )  22y +  i )  ;
I 2 = 1  2=1

I
**1,2* + l =  f l  ( ( 2  22 +  2  (2 —  2 ) )  22y +  i )  • • • H  ( (2  22 —  2  /è +  2 2-)  2 2 y +  i )  •

y=1 y=i

H  ( (2  22 —  2  /§ +  2 2 —  4 )  n j  +  i )  • • • H  (2  (2 —  i )  22y +  i )
2=1 2=1

*ik, 2 « + i = n  ( ( 2  2 2 + 2  ( 2 — 1))  « , + 1 )  • • • n  ( ( 2  22— 2 k + 2  ( 2 + 0 )  « y + O  '&~ik
y=1 y=i

(20)
• I l  ( ( 2  22 —  2  yè +  2 2 —  4 )  22y +  ï )  • • • H  ( 2  (2 —  î )  22y +  î )  ,

y=i y=i

m m
* S + 2 ,2 « + l  =  H  ( ( 2  22 +  2  ( 2   1 ))  22y +  i )  • • • H  ( (2  22----- 2 k  +  2 2) 22y +  i )  •

y=i y=i

• jx ((2 «—2 ̂ +2 i—6) nJ+O • • • n (2 (?—0 nJ+0 »
y=i y=1

a^ + i52 « + i = r i  ( ( 2 ^ + 2  ( i—  i ))nj  +  i)- • • YL ((2 n —  2 k + 2 i ) n j + ï )  •
y=i y=i

H ( ( 2 n  —  2 k  +  2  i  —  4) ^ y  +  0  * • • n (2 inJ + 0  •
y=i y=i
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In  questo ultim o caso hanno luogo i teoremi seguenti:
m

TEOREMA IV. — Le ipersuperfici e * = n  x nj  =  cost che corrispondono
* * * J==1 J 

gli zeri dei polinomi P2»;(»,.) (6 ) « P2n+l-.(nj) (0*) si separano reciprocamente e
suddividono il dominio « rettangolare » R { 09 <  xj <  bj ; j  =  1 , 2 , • • •, m  } in
n -f- i domini parziali.

TEOREMA V. -  I  sistemi d i polinomi ortogonali di cui sopra soddisfano 
una relazione di ricorrenza lineare collegante tre polinomi di gradi successivi 
(estensione per i sistem i poli v ibranti del teorem a di Szegö).

5. Osservazioni. 1) In  alcune delle nostre Note di prossim a pubblicazione 
additerem o la possibilità di utilizzare con profitto queste nostre ricerche 
nei problem i concernenti la teoria dell’approssim azione delle funzioni di 
variabili reali tram ite le « spline » funzioni, introdotte dall’ I. J. Schoen­
berg [22] e largam ente tra tta te  negli ultim i due decenni. Infatti, le proprietà 
delle funzioni sopraddette, ad esempio della « spline » funzione d ’interpola- 
zione del tipo IT  [23] contengono tra  l’altro la minimizzazione del funzionale

bib%

I l  j 3 f ( x  1, x2) j dx1àxi1 che rappresenta un particolarissim o caso dei problemi
J J  ( dx1 9x2 )
d\ &<£
variazionali, tra tta ti nei diversi spazi funzionali e concernenti i sistemi poli­
v ibranti e polivibranti generalizzati, trovatisi nelle nostre pubblicazioni sin 
dal 1932 [24].

2) In  u n ’altra serie di Note darem o alcuni dettagli, tenendo presente una 
bella ricerca dell’Accademico S tatunitense C. Truesdell [25] concernente 
funzioni speciali in una sola variabile indipendente, spettanti a ll’elaborazione 
di una teoria un itaria  delle funzioni speciali in un  num ero qualunque di varia­
bili indipendenti, prendendo le mosse dallo studio delle soluzioni di certe 
equazioni funzionali (differenziali o alle derivate parziali ed alla differenze 
finite), tale, ad esempio, l’equazione

(2 I) D F  (x x , *2 , • • •, x m ; oc, , a2 , • • •, a„) =

=  F  (x i ) x % ! • • • j x m ì a i +  A id ) • • • , « »  +  A wd) ,

ove aj ( j  — i , 2 , • • •, ni) sono param etri e A /d ( j  =  1 ,2  ni) num eri 
dipendenti dall’ operatore differenziale D oppure soltanto dall’ insieme n, 
( / =  i , 2 ,• • - , m) ove si tra tti di operatori poli vibranti, ovvero dallo studio 
delle soluzioni di certi sistemi funzionali, come lo è, ad esempio il sistema

F (xx , x 2 ; a , +  nx , a2) ,

F  (xx , x 2 ; a , , a2 +  »2) »

f T l
'» dxxn'

3̂

F {xx , *2 ; a i , «2) =  

F  (xx , x 2 ;a1 , a2) =
(22)
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corrispondente al caso in cui 1 operatore D =  — -— — e viclucibile nel senso 
di Picone [26], [27]. dx^dx^

3) Sarebbe interessante esam inare eventuali estensioni al campo degli 
operatori polivibranti di recenti risultati conseguiti nello studio generale dei 
polinomi in una sola variabile o dei polinomi di Tchebycheff [28], [29], [30].
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