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Matematica. —■ Note sur les relations difonctionelle s. Nota di 
R o b e r t  L. D a v i s ,  presentata (*} dal Socio B. S e g r e .

R ia s s u n t o . — Si mostra che una condizione necessaria e sufficiente data da Pie e 
Purdea [1] dev’essere ritoccata e se ne stabilisce un’altra più semplice.

Le b u t . principal d ’un  article de Pic et Purdea récem m ent paru  dans 
ces comptes rendus [1] était de donner une condition nécessaire et suffisante 
pour que le produit RS de deux relations difonctionnelles serait à son tour 
difonctionelle. En l ’occurrence, les auteurs n ’ont donné aucune dém onstra
tion de la nécessité, se contentant d ’un exemple qui m ontre seulement que si R 
et S ne sont pas soumises à la condition visée le produit n ’est pas forcément 
difonctionelle. C ’est dom m age q u ’une imprécision dans l’énoncé de cette 
condition l’empeche toutefois d ’être suffisante.

Nous voudrions à la fois donner ici des précisions qui corrigeront l’énoncé 
de la condition de Pic et Purdea et, en plus, présenter une nouvelle condi
tion nécessaire et suffisante qui nous paraît beaucoup plus simple que la leur.

J. Riguet a appelé «difonctionelles» [2] les relations R C U x V  telles 
que R R 'R  =  R, et là-dessus il a dém ontré q u ’une relation R est difonc
tionelle si et seulement si R soit reunion R =  U e iA /X  de rectangles 
dont les projections sont deux à deux disjointes. (Dans ce qui suit nous nous 
perm ettrons d ’adopter une notation légèrement à l’écart de celle de Riguet. 
D ’abord, # (R S )v  signifiera qu ’il existe un z tel que xR z  et zSy; puis, R ' 
désignera la relation dite «inverse ».a R : j r R 'j /  veut dire yR x . Enfin, pour 
les; ensembles il sera convenable d ’indiquer p ar A || B le fait que A et B 
sont disjoints, A n  B =  <D, et le contraire par A  =§= B).

L a condition de Pic et Purdea s’exprim ait, comme on pourrait s’y 
attendre, à partir des decompositions rectangulaires R =  U e i  A t-X B,- et 
S — U /e j B/ X Cj. Ces auteurs ont désigné par I ' =  { i e 1 1 3j e J , B,-=j}= B}} 
et ‘ J ' =  { /  6 J I Jz € I , B,-=f]= By} pour affirmer que RS serait une relation 
difonctionelle, et ici nous citons, « si et seulement si l’on peut trouver des 
décompositions l '.=  U kernh  et J , =  U e x L  telles que ^ 0 1 ^  =  0 et 
J / , n  Jit =  0 si k i f= k2 et B;k n  By 4= o où ik e lt , j k £ ]i ».

Or, le lecteur pourra vérifier sans peine que les relations

(*) Nella seduta del 14 febbraio 1970.
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ayant pour décompositions rectangulaires Ai == {1} , A 2 =  {3} , Bi == {1 , 3}, 
B2 — {2 , 4} , et B’i =  {1 , 4} , B2 — {2} , Ci =- {1} , C2 =  {2}, satisfont à la 
condition donnée, alors que leur produit

n ’est pas difonctionelle.
Toutefois, il n ’en m anque dans l’expression de cette condition q u ’une 

précision ultérieure', à savoir, que si k =\-m avec ik £ lk , j m £ Jm on aura 
B*J|By^. Pour les décompositions P  =  {1} U {2} — J f on s’aperçoit que 
Bi =\\= B ’i et B2 dans l’exemple ci-dessus, comme exige la condition de
Pic et Purdea, mais le produit ne pourrait pas être difonctionelle parce que
B2 H={= B i.

PROPOSITION. S i les relations difonctionelles R et S satisfont à la fo is  aux 
conditions de Pic et Purdea et à cette condition supplémentaire, alors le produit 
RS est une relation difonctionelle.

En présence de cette condition supplém entaire, la dém onstration de Pic 
et Purdea pourrait servir sans grande modification pour dém ontrer la pro
position, qui n ’est q u ’une précision de la leur. Cela dit, il serait néanm oins 
éclairant de chercher un critère plus simple et plus économique en se rendant 
compte non seulement des décompositions rectangulaires, mais aussi de la 
propriété déterm inative de la définition donnée par Riguet. P ar cette voie 
nous pourrons atteindre à une condition plus simple et plus convenable au 
calcul, et dont la dém onstration dégagera le sens du critère de Pic et Purdea.

T h é o r è m e . Soient R  =  U e i  A , - x B , - C U x V  et S =  Uy-ejCyXDyCVx W  
deux relations difonctionelles. Pour que leur produit RS soit difonctionelle il 
fa u t et il suffit que chaque fo is  que B,- =Jj= Cy , Cy =ff= B^, et B^ =fj= Cm on aura
Cm =H= ;

Démonstration. Nous établirons que si R et S satisfont à cette condition, 
alors RS (RS)' RS =  RS, ce qui revient à dire que R (SS') (R ' R) S C RS. 
Il est évidept, d ’après les décompositions rectangulaires, que z^SS' v veut 
dire qu ’il existe un j  £ j  tel que u  et v sont tous deux m embres de Cy et, de 
même, que v R f R w  si et seulement s’il existe un k £ I avec v ,w  £ Bk . Alors, 
dire que xR. (iSS') (R ' R) Sy  équivaut à dire q u ’il existe des u , v , w  pour 
lesquels xR u  , wSy, et u et v sont membres de Cy tandis que v et w  sont 
mem bres de B^.

Or, xR u  nous dit q u ’il existe un i pour lequel x  £ A*- et u £ B*- ; wSy  
qu ’il existe un m  avec w £ C^ et y  £ Dm. P ar conséquent nous pouvons conclure 
que les conditions préalables du théorèm e sont satisfaites, parceque u £ Bz-n  Cy, 
v £ Cy fl B^, et w £ B^ n  Cm. Donc il existe un z £ Cm O B2- et alors x  (A,*X B,-) z , 
z (Cm X D m) y; il en resuite que ^R ^ et zSy, et alors ;rRSy: la condition est 
suffisante.

12. — RENDICONTI 1970, Vol. XLVIII, fase. 2.
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L a nécessité de cette condition s’ensuit de même, parceque s’il existe 
des indices i \  j  , k  et m  pour lesquels B#-=}{= Cy , Cy =Jf= et Bk ^= C m mais 
Cm K B2- alors il existe des x  , y  avec (SS') (R ' R) Sy, mais (x , y)  € RS.

B ib l io g r a f ie .
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