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Matematica. — Note sur les relations difonctionelles. Nota di
RoserT L. Davris, presentata @ dal Socio B. SEGRE.

RIASSUNTO. — Si mostra che una condizione necessaria e sufficiente data da Pic e
Purdea [1] dev’essere ritoccata e se ne stabilisce un’altra pit semplice.

Le but.principal d’'un article de Pic et Purdea récemment paru dans
ces comptes rendus [1] était de donner une condition nécessaire et suffisante
pour que le produit RS de deux relations difonctionnelles serait & son tour
difonctionelle. En D'occurrence, les auteurs n’ont donné aucune démonstra-
tion de la nécessité, se contentant d’un exemple qui montre seulement que si R
et S ne sont pas soumises a la condition visée le produit n’est pas forcément
difonctionelle. C’est dommage qu’une imprécision dans 1'énoncé de cette
condition ’empeche toutefois d’étre suffisante.

Nous voudrions a la fois donner ici des précisions qui corrigeront 1’énoncé
de la condition de Pic et Purdea et, en plus, présenter une nouvelle condi-
tion nécessaire et suffisante qui nous parait beaucoup plus simple que la leur.

*
* *

J. Riguet a appelé «difonctionelles» [2] les relations R CUXV telles
que RR’R = R, et la-dessus il a démontré qu’une relation R est difonc-
tionelle si et seulement si R soit reunion R = U;e1A; X B; de rectangles
dont les projections sont deux & deux disjointes. (Dans ce qui suit nous nous
permettrons d’adopter une notation légerement a I'écart de celle de Riguet.
D’abord, x (RS)y signifiera qu’il existe un z tel que xRz et 2Sy; puis, R’
désignera la relation dite «inverse» a R:xR’y veut dire yRx. Enfin, pour
les ensembles il sera convenable d’indiquer par AJ|B le fait que A et B
sont disjoints, AN B = @, et le contraire par A == B).

La condition de Pic et Purdea s’exprimait, comme on pourrait s’y
attendre, & partir des decompositions rectangulaires R = U;e1A; X B; et
S = Ujej B; X C;. Ces auteurs ont designé par I'={7€l|3j€], B,g= B;}
et ' J'={s€J|3€l, B;g4EB;} pour affirmer que RS serait une relation
difonctionelle, et ici nous citons, «si et seulement si 'on peut trouver des
décompositions 1'= Uzex I; et J'= Urex J; telles que I, NI, =0 et
JuJs, =0 si kig=ks et B, N Bj =0 olt €1, s, € J»

Or, le lecteur pourra vérifier sans peine que les relations
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(¥*) Nella seduta del 14 febbraio 1970.
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ayant pour décompositions rectangulaires Ay = {1}, As = {3}, B = {1, 3},
Ba={2,4}, et By={1,4}, Bs = {2},C1 = {1}, Cs = {2}, satisfont 2 la
condition donnée, alors que leur produit
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n’est pas difonctionelle.

Toutefois, il n’en manque dans l'expression de cette condition qu’une
précision ultérieure: a savoir, que si &£==m avec i, €1, j, €], on aura
B, [IB,,. Pour les décompositions I'= {1} U{2} =] on s’apercoit que
Bi =k By et Be=f= By dans I'exemple ci—dessus, comme exige la condition de
Pic et Purdea, mais le produit ne pourrait pas étre difonctionelle parce que
Be 4= B;.

PROPOSITION. S7 les relations difonctionelles R et S satisfont & la fois aux
conditions de Pic et Purdea et & cette condition supplémentaire, alors le produit
RS est une relation difonctionelle.

En présence de cette condition supplémentaire, la démonstration de Pic
et Purdea pourrait servir sans grande modification pour démontrer la pro-
position, qui n’est qu'une précision de la leur. Cela dit, il serait néanmoins
éclairant de chercher un critere plus simple et plus économique en se rendant
compte non seulement des décompositions rectangulaires, mais aussi de la
propriété déterminative de la définition donnée par Riguet. Par cette voie
nous pourrons atteindre a une condition plus simple et plus convenable au
calcul, et dont la démonstration dégagera le sens du critére de Pic et Purdea.

THEOREME. Sodent R = U;e1 A;XB; CUXV ¢S = U;jejC;xD;,CVXW
deux relations difonctionzlles. Pour que lewr produit RS soit difonctionelle il
Sfaut et il supfit que chaque fois que B;==C;,C;==B,, et B,d4=C,, on aura
C.. == B..

Démonstration. Nous établirons que si R et S satisfont & cette condition,
alors RS (RS)’ RS = RS, ce qui revient a dire que R (SS’) (R’ R)S C RS.
Il est évident, d’apres les décompositions rectangulaires, que #SS’v veut
dire qu'il existe un 7 € J tel que % et v sont tous deux membres de C; et, de
méme, que vR’ Rw si et seulement s’il existe un £€1 avec v ,w € B,. Alors,
dire que xR (SS") (R" R) Sy équivaut a dire qu’il existe des = ,v,w pour
lesquels xRu, wSy, et # et v sont membres de C; tandis que v et w sont
membres de B,.

Or, xR« nous dit qu’il existe un ¢ pour lequel x € A; et u € B;; wSy
qu’il existe un 7 avecw €C,, et y € D,,. Par conséquent nous pouvons conclure
que les conditions préalables du théoréme sont satisfaites, parceque % € B; N C;,
v€C;N By, et w € B, N C,,. Donc il existe un 2z €C,, N B; et alors x (A; X B,) z,
z(C,%xD,)y; il en resulte que xRz et 2Sy, et alors xRSy: la condition est
suffisante.

12. — RENDICONTTI 1970, Vol. XLVIII, fasc. 2.
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La nécessité de cette condition s’ensuit de méme, parceque s'il existe
des indices 7, j, £ et m pour lesquels B;4EC;,C;<k B, et B, g=C,, mais
C,|IB; alors il existe des x,y avec xR (SS') (R’ R)Sy, mais (x,y)¢RS.
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