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Magnetoidrodinamica. — Su alcuni moti intrinseci notevoli
nella magnetoidrodinamica. Nota 1 di GHEORGHE GHEORGHIEV e
MARGARETA IeNAT, presentata @ dal Socio C. AGOSTINELLI.

SUMMARY. — In the present note a study is made of certain notable intrinsic magneto-
hydrodynamic mctions of a perfect incompressible fluid, choosing as intrinsic reference
the trihedron formed, at a given point, by the directions of the velocity and the magnetic
field and by the direction perpendicular to them. In this system, making use of suitable
Pfaffian forms, the fundamental equations of Magnetohydrodynamics are expressed, deducing
various important geometrical properties of the movement and considering slow motions
in particular.

1. Riferimento mobile semiortogonale.

Ci proponiamo di studiare le proprietd intrinseche di alcuni moti notevoli
della magnetoidrodinamica. Si tratta dei moti lenti, elicoidali e quasi-rigidi.
Nello studio della magnetoidrodinamica si impone 1'adozione di riferimenti
nei quali due campi di direzioni sono arbitrari, precisamente i versori del
campo della velocitd e del campo magnetico. Evidentemente la normale,
la quale completa il riferimento, avra un ruolo rilevante.

Sia ACEj3 un dominio tridimensionale; a ciascun punto M di A si asso-
ciano i versori I, I,, I3 cosi che avranno Juogo le relazioni:

() LE=1(G=1,2,3 ; LLi=LI=0 ; I.I—cos0.
Si considera associato anche il triedro reciproco I’ determinato da:
(2) I'sin?0 =1 —cos 0L, ; Esin?0=1I—cos0I, ; IB=1I;,

e si suppone che i versori introdotti siano campi regolari del punto M e di
tempo # I triedri reciproci I, e I’ formano un riferimento mobile semiorto-
gonale. In questo caso le equazioni del moto saranno:

(3) dM = 'L ; dI = o, r ; drt = mf- r,

dove o/ (M, dM), o)f-' M,z;dM,df) e w;(M,¢; dM,d?#) sono forme
Pfaffiane regolari che verificano 'ineguaglianza:

ol N2 A w3 A dis=0
e le formule:
4) W1 = Wy = g3 =0 ; dcos =0+ wy;

0= w3+ W3 ; W3+ w3y =0,

(*) Nella seduta del 10 gennaio 1970.
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che risultano immediatamente da (1). Introducendo le annotazioni:
s P: Wa3 :ﬁi@i _i_Pfdz:

q =—“(°13:9z‘03£+%dl‘,
( r = =0 47, de,

(5)

¢

!

| 7 =y =i +7dt = dcos 6 —7,

i pfaffiani wf dalla (3) si esprimono sotto la forma matriciale cosi:

cos 0 o
sin2 0 r © sin20 7
B 7’ cos -
©) lw;] = T sin?0 onzg ?
(g4 pcosh) gcos0 4 p o
’ sin2 0 sin2 0

Le equazioni di struttura dello spazio si deducono come al solito espri-

mendo le condizioni di completa integrability del sistema Pfaff (3). Esse
saranno: '

sin? § do! = cos 07 A\ ol + 7 A 02— (¢ + pcos 0) A w8,
@) - sin? 6 dw? = (p 4 gcos 0) A @3 —7 A wl —cos 07 A w2,
dw3 =g A ol —p A w?

e
dp:?nlgvr’/\(q—l—pcose),
(8) dq:ﬁé(p—l—qcos@)/\ffy
/ o
\ dr:dr:g/\p—l—;iszer AN

Introducendo (5) in queste ultime equazioni, otterremo le condizioni di inte-
grabilita alle quali sono sottoposte le funzioni regolari p;,q;,7;, ps, s 7
G=1,2,3).

2. Gli operatori differensziali.

L’operatore V applicato ad una funzione scalare ¢, oppure ad una
vettoriale A = A, TV = A*1, (/,2=1,2,3) ci fornird, per mezzo del rife-
rimento mobile semiortogonale, le formule seguenti:

Sgradcp:ag-amcp) P divA =1 IAdA);
©)
( rot A=-_[[AdA] A-V)p =1 (ATAdw,

dove:

(10) I=TI'o’ N+ Bolho!' FPolAw? ;| dr=o'Ae’A .
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Introducendo (3) e (10) in (9) in seguito ai calcoli si ottengono le espressioni
rispettive di questi operatori; abbiamo per esempio:

lV@ch,jlj,(dovedcp'ch,jmf) ; divllzﬁllz—e(fg—rlcose)——q?,,

(75 cos O — 7))

: _ .1 91— pa + cos 0 (p1 —g¢)
divl, = seg T2 5 divIg =SSy b,
(I-I) sinerotllz—ll (g2+7’3>+12q1+l37’1,

Sil’leI‘OtIg :IIPQMIZ (Pl +7’3>+I37‘é)
sin O rotly =1I; ps + Iy g3 — I3 (91 + ¢5),
LVL=nP—gPB; 1 V)L=p, P—nI, (I3 V) li=gsI' — p3 I2.

Applicazione. Gli invarianti geometrici del campo Iy sono legati alle
sue linee vettoriali, a varietd non olonoma ortogonale ed al suo complesso

sostegno. Utilizzando gli operatori differenziali precedenti questi invarianti
saranno:

P14 gs (la torsione della varieta

ZA == — . fm— n
1 Iy-rotIy sin 0 non olonoma)

o givL — £t cosO(ga—p) (la curvatura media della
iy = —divlg = oz 0 varieta non olonoma),

(12) dg=(I3,p,9) = p1g2—poqs (dove p= V5 a=q; V)
(la curvatura totale della
varieta non olonoma),

b+ qa—2py9,c050  (la curvatura della linea
SinZ 9 vettoriale del campo).

| 2y = [I, rot 13]2 =

Si usano anche gli invarianti:
(I 3> 2‘5 = [I3 ) [13 , rot 13]] : [p ) q]y
~2‘6: [13,rotlg]-[p,q],

Pinterpretazione dei quali & legata al complesso di rette sostegno del campo [6].

3. Equagioni della magnetoidrodinamica.

Le equazioni della MHD per un fluido ideale incompressibile sono:

".aa_l;lﬁ—rot[Hy”]:O’
diVH:()»
) ‘iv_:F_E_*_iﬂ[rotH H]
dz Po Po S
diveo = 0.

Qui: v — ¢ la velocita; H — ¢ P'intensita del campo magnetico; p, — ¢ la densita
costante del fluido; p — la sua pressione; p — & la permeabilitd magnetica;
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F —=VU - ¢ la forza di natura non elettromagnetica che agisce su un’unita
di massa la quale si suppone proveniente da un potenziale U.
Allora, scegliendo il riferimento in modo che:

v=uol; ; H=HIL;

il sistema (I) diventa:

7 =wvsin? 0 [p3 + (In a),],

7, cos 0 dove o = Hosin 0
(InH), = — 5 —vlgs— (nw)y],
(7y -— cos 0rp)
pe=v(pr+ ) 5 (InH)y=—ps+ ",
7,cos 6 2 cos 0
v (lnv), — ﬁ] — %{;TT [71 + (nv); cos 0 — (Inw),] +
| H2 ,
(I + wpo—”sm [7o + (In H); — cos 0 (In H),] + Li = o,
‘ Z/?’l 22
m *I" m_ [7’1 —I" <1rl 7})1 COSs 0 — <].n 7/)2] -
wH?2 cos 0 , 0 L. —
—W[rg 4+ (InH); —cos 06 (InH),] + L, = o,

g+ 271+ (no)g) + 4[4y — (nH)y] + Ly = o,

2
dove L = 4 —U
(In o) = g3 — g (2 — 71 cos ). fo

Applicazione. Consideriamo il caso notevole nel quale il campo magnetico
7

¢ ortogonale a o (0 = ~2~> Allora per un moto in regime permanente il
sistema (II) si riduce a:
- (nv)yy=g3—7ry ; (nv)y=—r ; (nH); =7 ; (lnH>2‘—“7’1—]?3,
\ . wH? o 2
Iy [ Litge=o0 ; **;27’2‘[‘1«1:0 ;o 20°r + Ly =o0,
H?2 .
o [g1 + (Inv)s] + -~ [po— (nH)] + Ly =o,

cid che in succinto si esprime mediante il sistema Pfaff:

p=pr0' + pp 4 p3wd ; g=g ol —p &+ g5 03,

r=rol4r 024r;0d ; d (Inv) = (g3 —73) 0l —7; w2+ (Inv)3 3,
(III)J , d(lnH>=7’2 (,01 —{— (71—P3> (02+<IHH>3 0.)3,
d(lnL)z—-ﬂ;Hz 7o wl — 27 2 02 —
0

— {2 [g1 + (Inw)s] + (uH/pg) [ £, — (In H)s]} w?.
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Si puo dare immediatamente una risposta per cid che riguarda I’esistenza
delle soluzioni regolari e il loro grado di arbitrarieta. Il sistema (III) contiene
n = 3 pfaffiani indipendenti, s, = 6 equazioni Pfaff e N = 10 funzioni inco-
gnite (p;,9;,7;, (InH)3). Si determinano senza difficoltd i suoi caratteri
s1 =6, sy, = 4 e dunque il sistema ¢ in involuzione e le sue soluzioni regolari
dipenderanno da 4 funzioni a due argomenti.

Osservazione. La relazione (II5) (p; + ¢, = 0) mostra che il piano dei
campi fondamentali » ¢ H inviluppa una famiglia unoparametrica di super-
fici. T gradienti superficiali Gradlnv e GradlnH su questa superficie
saranno:

Gradlnv = (g3 — 7)) I; —r I, ; GradlnH =21, + (r —p3) ;.

Quindi essi possono essere caratterizzati solamente attraverso gli invarianti
geometrici del campo delle normali Iy ad esse.

4. Moti lenti nella magnetoidrodinamica.

In MHD accanto al campo w» interviene anche il campo magnetico
H = H, + h, dove H, ¢ il campo costante, iniziale e A — il campo indotto
che deve essere determinato.

Definizione. Si chiama moto lento nella MHD un moto per mezzo del
quale i due campi fondamentali v e k verificano le condizioni:

(14) (w-V)v=o0 ; [roth,hl=0 ; rot[h,v]=o0.

Questa definizione concorda con il concetto di un moto lento del prof. C. Ago-

stinelli [2], [3], [4]-
Scegliamo il riferimento semiortogonale cosi che:

(IS) v = ’Z}Il s h = }112 .
Allora usando (11), (141) si ha:
(16) g1 =7 =0 =0.

Le prime due di esse mostrano che. le linee di corrente sono rette e I'ultima
mostra che il moto ¢ isotacheo. La seconda condizione di (14), che esprime
il fatto che il campo magnetico indotto & ¢ elicoidale, tenendo conto di (11)
diventa:

(17) (Ink);=ps ; (Ink)ycos—(nk)y =7ry.
In fine, T'ultima delle (14), per mezzo della (11) si trasforma nelle relazioni:
(18)  pst[ln(hwsin O)y=o0 ; gz—[In (kvsin 0); =0 ; py+g¢g=o0.

(183) significa che il piano determinato da v e h, a un momento dato, invi-
luppa una famiglia unoparametrica di superficie.
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Se il fluido ¢ ideale e incompressibile i moti lenti nella MHD ci condur-
ranno nella seguente linearizzazione del sistema d’equazioni [2]:

/—%ii—l—rot[HO,v]:o,
| divhk = o,
(19) -
'a—j:»—[roth,HO]—[—VL, L-—2 4u
o
v dive =o0.

Scegliendo il triedro semiortogonale (15) e adoperando le espressioni degli
operatori differenziali, queste equazioni, in seguito a calcoli laboriosi ci con-
ducono a:

by + 0 (0, B—r 1Y) =1, (Hy Vo) + o Hyr)IP—o (Hy-q) BB,

(In/)y = — ps 4 — g (i — cos 07%) ,
(20)
v, I, +v(rt12~q,13):—;L; ?;e—(pz cos 0 — p, —r3) 2 [I,, Hy] — VL.,

(In2); = g3 —7y[sin2 6,

alle quali si aggiungono le condizioni di linearizzazione (16)—(18). Se il moto
lento ¢ permanente, allora dalla (203) risultano immediatamente le condi-
zioni: (Hy-Vv) = (Hy-r) = (H,-q) = 0, cid che va interpretato come un movi-
mento che ha luogo nei piani paralleli alla direzione fissa Hy; sempre di qui
risulta anche la relazione notevole: (@, r,Vv) =0, (dove g = 7; 1V ecc.),
interpretazione della quale ¢ evidente.

Se applichiamo il rotore alla (201) avremo: (H,-V)(ik) = o, dove

t = (pycos 0 — p; —73)[sin 0. Adoperando (8) questa relazione generera
l'identita:

— 1 (Hy#') + P (H,-V In (&) + PP (Hy-p) = 0,
oppure:
Hyp)=o0 ; (Hyr)=o0 ; (Hy,Vln(k)=o,

da dove, in particolare, si deduce: (p,#',VIn (4%)) = o0, che ha un’interpre-
tazione analoga a quella di sopra.

Osservazioni. Dalle condizioni di linearizzazione (16)~(18) e dalle formule
(20), oltre che dalla relazione finita tra gli invarianti geometrici (183), risultano
ancora le seguenti: 7y = g3 sin2 0 ; p3 cos 0sin2 O 7, — 2 = 0, e ugualmente
la possibilita di valutare la grandezza del campo magnetico indotto data
dalla'formula:

Vi= (o4 ey v h)
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In fine osserviamo che il radiente su erficiale Grad Inv ¢ collineare a 12
) g y
precisamente:

Gradlnw:si—ng?(z cos 07 — 7] 4 7y) I2.

Ritornando al caso generale dei moti lenti non stazionari, possiamo
ricordare, senza riprodurre il sistema d’equazioni Pfaff al quale si riduce il
nostro problema, che questo ¢ in involuzione, ¢ le sue soluzioni regolari
dipendono tutt’al pit da 6 funzioni a due argomenti.
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