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Geometria differenziale. — Swu/la geometria dell’ equazione differen-

ziale y"' =F (x,y,9)+GCGx,y,9)y" +Hx,y,s)y"% Nota®
del Socio Enrico Bompiant.

SUMMARY. — A. Terracini has already given properties of the integral curves of the
above written equation both on a projective plane or and a surface of a projective space.
Additional properties are given here in both cases; in particular a new definition (in the second
case) of the principal planes (through a tangent of the surface) introduced by A. Terracini
is given.

1. — In alcuni lavori @ A. Terracini si & occupato delle proprietd geo-
metriche delle curve integrali di un’equazione differenziale del tipo

) =y"=F@, 5,9+ Gy, 9" +H@,y,9) "2

considerata sia in un piano proiettivo che su una superficie dell’ordinario
spazio proiettivo.

Precisamente fissato un elemento differenziale del 10 ordine E! si tratta
di esaminare come varii un E?® integrale di (F) al variare di un E2DEL

Nel piano ai risultati del Terracini aggiungo lesistenza di una proietti-
vita determinata da (F) fra il fascio di rette per il centro di Ele le coppie
dell’involuzione di E2D P! a contatto armonico.

Nello spazio, dopo una digressione sulle forme canoniche di una calotta
superficiale del 3° ordine o3 di cui sia assegnata una tangente non—asintotica
(digressione destinata ad abbreviare i calcoli che seguono) trovo l'equazione
che fornisce i piani principali secondo la definizione del Terracini; e mi servo
di essa per mostrare l'esistenza di una proiettivitd fra la punteggiata sulla
tangente ad El e i fasci di rette (principali) passanti per il suo centro e situate
nei piani principali: i piani contenenti coppie di rette principali corrispondenti
ad uno stesso punto formano fascio con l'asse nel piano tangente.

Trovo poi che i piani principali sono quelli contenenti E?® integrali piani
passanti per EL

2. — Curve integrali di (F) nel piano: riferimenti intrinseci.

Esaminiamo I'equazione (F), o meglio le sue curve integrali nell’intorno
(o)
dell'elemento E! (¥ =y = y'= 0) di un piano proiettivo in cui x,y siano
coordinate proiettive non—omogenee.

(*) Presentata nella seduta del 10 gennaio 1970.

(1) I lavori del Terracini si trovano citati nella mia Nota: Sw/la geometria dell’equazione
differenziale y"'' =G (x,y,y)y" +H(x,y,y)y"?, «Rend. Acc. Lincei», ser. 8, 46,
PP- 535—540.
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Un E3DE! sia rappresentato da
(2.I> y = ax2_|_ éx3_l_. [4] , a= _}’L , b = _% .

2 )

le oo coniche D E® sono date, per a==o, da

b
(2.2) Yy = a4+ —xy + )2

con y arbitrario e percid formano fascio.
Un punto P (x,0,2,) (in coordinate omogenee) della retta y = o di
E! ha per polare la retta p di equazione

(2.3) 2a2xgx + (bxg— azy) y = 0
La proiettivita fra la punteggiatura descritta da P e il fascio descritto
da p ¢ indicata dal Terracini con p: essa & determinata da un E3.

Se I'E? ¢& integrale della (F), indicati con F, G 1 i valori di F,G,H
per EL si ha

I L I 2 2
(2.4) &:?F+—3~Ga—{—?Haz.

Quindi, fissato un E? (cio¢ @), 'E? integrale D E? da luogo alla proietti-
vita fra la punteggiatura di P (x,, 0,2, e il fascio di rette descritto da 7
ux + vy = 0 con

(2.5) u=2a%x, |, w:i(i—kéa—}—zﬁlaz\xo—azo.

Ad ogni E?D fo1 corrisponde una proiettivita; si ha un fascio di proietti-
vita, al variare di E? se e solo se F = o: cid caratterizza il tipo (G).

Esiste #z punto sulla retta di £ la cui polare ¢& la stessa nelle proiettivita
determinate da due E2 a contatto armonico (cio¢ per valori opposti @ ,— a):
esso ¢ il punto (3,0 G) cui corrisponde la polare

12 2% x + (F —|—,4Haz)y=o

dipendente solo da a2

In questa corrispondenza all’elemento E? di flesso (¢ = 0) corrisponde,
se F:F:o la. y = o (altrimenti la retta corrispondente e indeterminata);
all’elemento singolare (¢ = oo) corrisponde la retta 3 x + Hy =0 (o in altri
termini: questa ¢ l'unica retta del fasmo cui non corrisponde un E? regolare).

Se si prende il punto (3,0 G) come punto improprio su ¥ = o (di un
nuovo riferimento) e questa retta, pure geometricamente individuata, come
x =0 si ha

G=o0 , H=o0

e in conseguenza per tutti gli E® integrali D E1 =F.

Riassumiamo quanto precede nel teorema:

Le coppie di E2DE fra loro a contatto armonico appartengono ad un'invo-
luzione: questa determina, in relazione ad (F) un punto sulla retta di B che
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fa corvispondere ad ogni coppia dell involuzione una retta nel fascio che ha
per centro il centro di EY: cioé si ha una proiettivita fra le coppie di quellin-
voluzione ¢ le rette del fascio determinata da quel punto (nel piano dato).

3. — Digressione sulle calotte superficiali del 3° ordine.

Prima di passare a considerare I'equazione (F) sopra una superficie
facciamo una digressione sulle trasformazioni della rappresentazione di una
calotta nel cui centro O (¥ =y =2 = 0) e nel cui piano tangente (z = 0)
sia fissata una tangente (non asintotica) che assumiamo come y = g = o.
Assumiamo la tangente coniugata (rispetto alle tangenti asintotiche) come
x =2 =o0. Le equazioni complessive delle tangenti asintotiche sono percid

(3.1) »P4+eg=z=o0
con € =4 1 secondo che il punto O ¢ ellittico o iperbolico.

Consideriamo i cambiamenti che non alterano la rappresentazione delle
rette indicate nel piano tangente; si pud sempre partire dalla oj:

(3-2) =2+’ + o3 (x, %) + [4],
03, (x,y) = ago¥®+ 3 a9 22y + 3 @ Y2+ a3 9P
e i cambiamenti voluti sono del tipo

(3-3) z:“%ﬁg— L y=al BT s—a ot Pt byt

Per I'equazione trasformata
7= x4 ey 4 @5 (2, ¥) + [4],
®3 (%', ¥") = @z ¥+ 3 am a2y + 3 alp ¥’ ¥ + a3y
si ha
a:%o:ozaso%«(ﬁ—hzﬁ) ,  3an=3uan+ (k+ 2¢y)
3ai =3aaz2+c(h+2B) , ap=aas+c(k+2ey).
Risulta da queste relazioni che si possono sempre scegliere i parametri
da cui dipende il cambiamento di coordinate in modo che siano a3y = ay = 0;

e se gia si parte da un riferimento per cui azy=ay = 0 si avrd pure
@30 = ay; = O per tutti i cambiamenti per i quali

h=—28 , k=—2¢y.
Per questi cambiamenti risultano
, :
ag = 0y, @3 = 0dgg .
Se non tutt’e due i coefficienti @3, 2g3 sono nulli si pud fare uno di essi non
nullo = 1 e si conserva tale valore per tutti i cambiamenti per cui « =1
(e l'altro coefficiente & un invariante per essi). Se invece i coefficienti sono

. . .. 3
tutt’e due nulli non rimane alcuna condizione per « e la 6y & una calotta
quadrica (cio¢ appartenente a quadriche).
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Sicché le forme canoniche alle quali ci si pud sempre riferire sono le
seguenti

s =22t 9ih 3224 gyt [4]  se apdo (= £1
(34)  z=2"t 2+ 34y 134 [4]  se ap=o
g =22+ =92+ [4] S€ @19 = @3 = O.

Le prime due rimangono inalterate per cambiamenti del tipo

(3.5) «"52% ,y=%—i{%— ,2’=-I—_-T_—(—2— , Q=2 PBx'+ eypy'+ 32)

con B, vy, 8 arbitrari; e 'ultima per i cambiamenti analoghi

(3.6) v = aXtP ik 8 5=

+Q 0 YTy v T+ Q

in cui anche « & arbitrario.

4. — Pseudo—calotte superficiali.

Nel seguito ci servira solo la riduzione di asp = o, cioé¢ di considerare la
rappresentazione del tipo

%)) z=224 24 yo (v, ¥)+[4] , e= 41

con ¢p (x,y) forma quadratica in x, y che di fatto non interviene in quanto
segue. Notiamo che le oo® calotte che si ottengono al variare di ¢z (x, )
formano una classe d’equivalenza caratterizzata dal fatto che due qualsiansi
superfici contenenti due qualsiansi calotte dell’insieme s’intersecano in curve
con punto triplo nel centro O aventi ivi come tangente quella fissata
(y =2=0).

Quindi i risultati che si otterranno valgono non solo per una calotta,
ma per tutte le calotte appartenenti a questo insieme d’equivalenza.

Si puod anche osservare (per quanto non interessi per il seguito) che cia-
scuna delle prime due rappresentazioni (3.4) definisce una classe d’equivalenza
(variando arbitrariamente @g3 € app): nel primo tipo la relazione d’equivalenza
¢ stabilita dal fatto che (con lo stesso procedimento di prima) la tangente
data ¢ tripla’ nel punto d’intersezione; nel secondo tipo essa & doppia e 'altra
tangente ¢ quella coniugata.

Queste varie classi di equivalenza danno esempi di pseudo—elementi diffe-
renziali a due dimensioni ® o pseudo-calotte superficials.

(2) Finora avevo considerato pseudo—elementi differenziali curvilinei (ad una dimen-
sione), come classi d’equivalenza di elementi differenziali. Si veda la mia Nota: Elementi
differenziali e trasformazioni birazionali, Confer. del Semin. Matem. dell’Universitd di Bari,
n. 50, 1960.
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5. — Curve integrali di (F) sopra una superficie.

Passiamo ora a considerare la (F) sopra una superficie, anzi sopra una
calotta regolare o3 di equazione (4.7) in uno dei riferimenti che danno luogo
a tale rappresentazione: e naturalmente supponiamo la (F) gia scritta nelle
coordinate x,y (nel piano tangente z = 0) determinate dallo stesso riferi-
mento.

Prendiamo come E! quello definito da x =y =z= y'=0; e consideriamo
un E2D E! definito da un valore di ¥"; TERD E? definito da (F) & percid
rappresentato da

y=12:'~x2+—y3%x3+[4]
7= 2%+ [4]

(5.1)

con
(52> j/1//____ ﬁ\ + éyu+ IEIJ/HZ

ove F G , H sono i valori di F,G,H per IE! fissato.
Si proietti questo E? dal punto (%, ¥, 2y == 0) sul piano tangente a oj
in O e siano X, Y e Z = o le coordinate della proiezione di (%,5,2) € E3
Posto xylzg =1, vy/z9 = m si trova

X =x—1I2+ [3] |, Y:(!’Zl_'_m)xz_l_ﬁ’g' 34 [4]

da cui, eliminando x

’r

Y = (L~ —m) X2+§zy"—zzm+lg—'€ X3 4+ [4]

e percid
YII:yVI___ZM R Y/II:yIII+6Zy/I_ IZZm.

Eliminando fra queste e la (5.2) 3" e ' si ottiene 'equazione

(5.3) Y =§ 4+ 8y 4 Ry
con
§7:1%‘+2m(§—l—4m2181
(5-4) §=G+4Hm +61
=1,

La condizione § = 0 & un’ equazmne di 2° grado in 7 e quindi determina
due piani per la tangente all’ E1 fissato tali che le proiezioni delle curve inte-
grali da un loro punto qualsiasi presentano in O i caratteri geometrici delle
curve integrali delle equazioni di tipo G).

Sono questi i due prani principali relativi ad £l introdotti da A. Terracini.

Possiamo ora andare oltre.
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Si ricordi ® che (per § = 0) il punto (sulla tangente ad ]:%1) di coordinate
omogenee (3, 0, é) & il punto satellite ® di quello 1. Per ciascuno dei valori
my, me di m relativi ai piani principali la seconda delle equazioni (4.4) fa
corrispondere ad ogni valore di § un valore di /: indicheremo i valori cosi
ottenuti con /1, /. Si ha qumd1 una proiettivita fra la punteggiata che ha per
sostegno la tangente ad E! e i due fasci di rette (che diremo principals) di
centro O e situati nei piani principali e percid una proiettivita fra questi fasci.

V’¢ allora luogo a considerare i piani (che diremo #rasversi) congiungenti
coppie di rette principali corrispondenti in detta proiettivitd; ciascuno di
questi piani dipende da un valore di )

E facile verificare che il piano corrispondente ad un valore § (cioe ad
un punto della tangente allEl fissato) ha l’equazione

6x—l—4ﬁy—l—(é—§)z=o.

Si ha quindi un fascio di piani, riferito proiettivamente alla punteggiata
sulla tangente fissata, il cui asse & la tangente

3x—|—2I€Iy:z:o

che diremo tangente trasversa a quella di L

I1 birapporto di questa tangente trasversa, d1 quella data e dell¢ tangenti
asintotiche fornisce il significato geometrico di H.

Riassumendo:

Ad ogni punto della tangente dell B! Jissato corvisponde in ciascuno dei
piani principali una retta per il centro dellEY: la corrispondenza fra la punteg-
giata sulla tangente e ciascuno dei due fasci di rette (che diremo principali) é
proiettiva; e quindi ¢ determinata una proiettivita fra questi due fasci. I piani con-
grungenti rette in essa corrispondenti (detti piani trasversi) formano fascio z'ntow;zo
ad una tangente (detta trasversa). Il birapporto di questa con la tangente all E'
fissato ¢ con le due tangenti asintotiche dipende dalla sola 1.

6. Ulteriore specificazione del riferimento.

In relazione  ai piani principali, se nessuno di essi coincide con z = o,
cioe se H ==0, si puo definire in modo intrinseco il piano y = o prendendo
per esso il coniugato armonico del piano tangente z = o rispetto ai due piani
principali. In tal caso m; +my = 0 e percid G = o0; e nelle (3.5) ¢ y=o0.

In conseguenza per un cambiamento (3.5) ¢ y[z = y'[z' cio& my e
mg = — 1 sono invarianti e percid ISI/PO‘ ¢ invariante (nel caso particolare

o O
di una calotta quadrica puo invece farsi, disponendo di «, H/F = 1).

(3) Si veda la mia Nota citata in (1), n. 2.
(4) Punto satellite, secondo A. Terracini, sulla tangente ad Et ¢ il punto che ha la stessa
polare rispetto alle coniche della rete contenenti gli o integrali :)h .
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Con la scelta G = o la seconda delle (5.4) da
11=%§—%Hm1 , b= 8 —]——;—Hml.

Se £ = 3/G ¢& l'ascissa di un punto della tangente di El, le proiettivita fra i

punti della tangente e i fasci di rette principali di cui al n. § sono determinate
da

I 2 L 2
Z]_zzz——B*Hml s Zzzz—a‘—l—'é—Hml
e quelle fra cui i due fasci da
h+lh= é— '

7. — Altra definizione dei piani principali di A. Terracini.

o
Cerchiamo se fra gli E? integrali della (F) contenenti I'E! dato (centro
x =y =2z =0, tangente y = z = 0) ne esistano di piani.

Il piano osculatore all’elemento (5.1), per y = y2 z contiene I'E3 se e

solo se y'""= 0, cio& il piano y = mz contiene un E? se e solo se
Q o Q
F4+2mG+4mH=0

e questa & esattamente la condizione § = o che definisce i piani principali
di Terracini.

In ciascuno di essi, cio&¢ per ogni radice #; dell’equazione scritta, 1'E3
piano determina un fascio di coniche

y=m;z , z=2x2+4 122
con 7 arbitrario. La polare del punto (%o, 0, 0) della tangente rispetto ad una

di queste coniche &
y=m;g , 2=2X%.

Si ha dunque una nuova proiettivitd fra i punti della tangente fissata
e 1€ rette per il centro in ciascuno dei piani principali. Le due rette corri-
spondenti ad uno stesso punto stanno nel piano

7 I
x =1z con /= .
PEN

Al wvariare di xo questi piani formano fascio intorno alla tangente coniugata
(x =2z =0) a quella fissata; e sono i piani polari di quei punti rispetto alle
o003 quadriche

=24 (¥, )
con ¢y forma quadratica arbitraria.

Le quadriche ora indicate sono quelle contenenti tutti gli E? di o3 aventi
la tangente fissata ®,

(5) Si veda la mia Nota: Sugli elementi differenziali di una superficie o ipersuperficie
di uno spazio proiettivo, « Atti Acc. Scienze di Torino», 103, pp. 1011-1023 (1968-69),
(v. 2.5, 2.6).



