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A nalisi m atem atica . —- Sur un problème mixte à singularités 
données pour le plan muni des coupures rectilignes alignées. N ota di 
S o r in  G o g o n ea , presentata °  dal Socio G. S a n s o n e .

R iassunto. — Sia 5) il piano z =  x  +  iy tagliato lungo segmenti Ly ( j  =  i, 2 , • • •, fi) 
e Tk {k = i  , 2 ,. . ., q) senza punti comuni. Si determina una funzione F(z) =  U (x ,y) +  
-f z'V (x , y) analitica in 2) supponendo che F(.s') abbia delle singolarità isolate e conoscendo 
i valori di U sugli orli superiori degli Ly e sugli orli inferiori dei T k , anche i valori di V 
sugli orli inferiori degli Ly e sugli orli superiori dei Tk •

i. Soient dans le plan de la variable complexe z  — x  +  iy  les segments 
disjoints Ly : Ay By (y =  i , 2 , • • •, p)  et T k : Ck (k =  i , 2 , • • •, q) situés sur 
Taxe Ox,  leurs extrém ités ayant respectivem ent les abscisses ctj, b j , ck , dk , 
tel que ax <  bx <  a2 <  , • • •, <  ap <  bp et c1<  d±<  c2<  r  • •, <  cç <  dq. D é­
signons par E a , Eb , Ec et E D respectivem ent l’ensemble des points Ay , B y, Ck 
et et posons E  — E a -fi Eb , E ; =  Ec +  Ed , & =  E -f- Eh Les abscis­
ses des points de E considérées dans un ordre arbitraire seront notées par 
em (ri =  I , 2 , • • •, 2 p)  et celles de E ' par en (n =  i , 2 , • • •, 2 q). Soit ensuite 
S) le dom aine dont la frontière est la réunion des coupures pratiquées 
sur Ly et T k . Les côtés supérieures des coupures (vers y  >  o) et ceux 
inférieures seront notés respectivem ent par L / , T Ì  et L / , TL et posons

L + =  U L / ,  L ~  =  u  Lj  , T + =  u  T Ì  , r = u  v ,  2 =  L+ +  L“  et
7=1 7 = 1 k = l k = l

% =  T+ +  T A
Le problèm e qui constitue l’objet de cette Note est le suivant: Fo (z) 

é tan t une fonction uniform e définie dans tout le plan, à l’exception de l’en­
semble S de ses singularités isolées qui se trouvent en ® à une distance 
finie, déterm iner une fonction F  (z) =  U  (x , y)  +  i V  (x , y)  dans ® telle que

a) L a différence

( 0  &(s) =  F(s)  —  F0 (s)

est holomorphe en chaque point de ®, y inclus le point à l’infini.

b) F  (z) est continûm ent prolongéable sur £ fi- % —  <ê, et au voisi- 
nage des points de <S on a

(2) 1F (^)1<  ’ a e ( o , i ) ,

où ës [i* = i  2 , • • - , 2 (p +  q)] sont les abscisses des points de <§ numérotées 
dans un  ordre arbitraire.

(*) Nella seduta del io gennaio 1970.

3. — RENDICONTI 1970, Vol. XLVIII, fase. 1.
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c) Les valeurs limites de U  et V  doivent rem plir les conditions

(3) U+ (x , o) = /+ (V ) , x e L +  ; V ~ O  , o) =  g~(x)  , x e L ~ ,

(4) V+ (x , o) =  g +(x) , x  € T + ; U ~ (# , o) =  / " ( »  , # € T “ ,

où /+  (x) e t g ~ ( x ) ,  respectivem ent f ~ ( x )  et g+ (x), sont des fonctions hôldé- 
riennes données sur les segments Ly, respectivem ent sur les segments T k.

D ans le cas où Fo (z) =  o et en absence des coupures V, le problème 
a été résolu par D. I. Sherm an [1], par un procédé qui utilise les équations 
integrales singulières. N. I. M ouskhélichvili a rem arqué, sans donner des 
détails [2], que le problèm e de [1] peut être résolu plus sim plement en le 
réduisant à deux problèmes de R iem ann pour les contours ouverts. En 
reprenant cette idée et en utilisant les résultats que nous avons obtenu dans 
le problème de R iem ann à singularités données [3], nous allons résoudre 
le problème sous la forme plus générale énoncée ci—dessus. E n  évitant de 
réduire le problème à un  problèm e sans singularités, la méthode que sera 
développée perm et de séparer la solution en deux parties bien distinctes, 
l’une qui contient toutes les singularités et l’autre qui s ’exprim e seulement 
par l’interm édiaire de f ± (x) et g ± (x). Sous cette forme la solution est très 
commode dans les applications où l’on rencontre des problèmes homogènes.

2. Représentons F  (z) sous la forme

(5) F  (*) =  ®(*) +  Q (* ),

où

(6) ®(*) — ~  [ F (z) +  i F(Ü)] ; Û(*) =  ±[F ( * )  —  iF(g)].

Aloré si nous posons

(7) 0>o (*) =  4  [Fo 0 )  +  * Fë(i)] ; Qo(*) =  ÿ  [F0{z) —  i  F ^ ] ,

il est évident que les différences O (z) —■ (1>0 (z) et ü  (z) —  O0 (Fj sont holo- 
m orphes et que l’on a

(8) O0 (z) =  —  i<S>0 (z) ; Q0 ($) =  i D0 {z) .

Donc O (z) et O (z) possèdent des singularités isolées dans les points de S U  S* 
ou S* est l’ensemble des points sym étriques à S par rapport à l’axe Ox,  leurs 
parties principales é tan t respectivem ent ®o (z) et Do (z).

Alors si l’on fait z  tendre vers un point de la frontière il résulte

<D+ (x) =  G (x) 0 ~ (^ ) +  Gi (x) ,

0+  (x) =  G*{x) ÜT (x) +  Gi (x) ,

(9)

(10)
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où

( Ì , x  € U Ly
( h ) g ( * ) =  y; x

— i  , x  e u

i — i , x  e u  Ly
(12) G*(*) =

i  , *  e  U T*

1 p
\ f \ x )  +  g~(x) , x e  UL,J

Gi O ) =  y; x
*'LrK*) + / “ (*)], ^  e U T j ,

\ *=i

/ j*
l / +W — ̂ C * )  , x e u L j

Gî(x)  =  y=x
i  [g+(x) —/ “ (x )] , x  e u  T , ,

en désignant p a r 0 + (* ) et t t +(x), respectivem ent <b~(x) et O~(x),  les valeurs 
limites de O (z) et Q (z) sur L + + T + ,  respectivem ent sur L “ + T ~ .

On aboutit de la sorte a deux problèmes de R iem ann à singularités don­
nées pour les contours ouverts Ly et T k [3], <I> (z) et O (2) devant satisfaire 
en plus les conditions qui résultent de (1), (6) et (7)

(13) O (2) =  —■ tO (2) ; Q (S) =  * Q (2) .

3. Considérons au début le problèm e pour <3> (z). Soit X (2) la solution 
canonique du problèm e homogène sans singularités de classe h (ë i , ë 2 ,- ■ - , ë r) 
et ayant l’indice x [2]. X (2) est donc une fonction holomorphe dans ®, 
sauf peu t-ê tre  pour 2 =  00, où elle est d ’ordre minime, satisfaisant à la condi­
tion aux limites X +(x) =  G (x) X~ (x )  et qui est bornée au voisinage des 
points e & [/ =  i , 2 , • • •, r  <  2 (jp g)] donnés à l ’avance. Soit ensuite 
M (2) la somme des parties principales de la fonction <I>o {z)jX(z)  re latif à 
toutes les singularités et posons

(H ) x(2) =  2 X(s) [^'°('S’) 1 Fot?)] =  M (2) +  H (2) ,

H (s) é tan t donc holomorphe. Alors la formule (10) de [3] nous donne 

(i 5) ® (*) =  X  (2) [M (*) +  P„(*)] +

M
2 ni

I f +{x) + g - { x )  dx . !' g+(x) + f ~{x) dx
J X + (x) x  —  z J  x tW  •* —*
L+

où P* (/) est un polynôm e arbitraire de degré x si x >  o et égal à zero 
si x <  o, le sens d integration sur chaque Lÿ̂  ou T /  étan t respectivem ent 
celui de Ay à By ou de Q  à D^. Si x >  o , O (z) satisfait toutes les conditions 
sauf (13). M ais si x < o ,  O (z) possède un pôle suplém entaire à l’infini. 
Pour q u ’il disparaisse il faut et il suffit que [3],

( 16) Cùf i
2 ni xd g + ; g+(*)+f -(x )  x s- 1 ^

X+ W
=  o

S == 1 , 2  , •
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où les cùs résultent du développem ent au voisinage du point à l’infini

0 7 ) M (z) ■ X(z) 2
J = 1

L ’accomplissement de ces conditions assure en même tem ps l’unicité de la 
solution.

En utilisant les formules connues [2], il est facile de calculer X (2). 
Soit que l’ensemble (ex , e2 , • • •, ër) est formé des abscisses des points 

^ E a ( j  I ) 2 , • • ' J [x) , Bnij € E-B (y 1,2,* • * , v), CHj  € Ec (y — I , 2, • • •, p)
et D n\ 6 Ed ( j  =  i, 2 , • • • ,8), [x +  v - f p + S  =  r. Alors on obtient que

(18) x o ) = n ( ^ a m̂ j i ( z -  1/4 n  ( ,  -  ^ . ) 1M. n > -  v - v /4 x
y=M<+i y=i y==v+i

x rie»— n (*-sr"‘n(^*.)!M n («-<y•1/4

y=1 y=e+i 7=0+1

en choisissant pour cette fonction la déterm ination q u ’elle est réelle et positive 
pour z  réel et plus grand que m ax {ës}, s =  i , 2 , • • •, 2 .{p - f  q), et que doit 
être suivie p ar continuité. On a donc au voisinage de z  =  00

09 ) XO) I + 0

ce qui fait voir que x =  p  +  q —  r. On a évidem m ent X ( z )  =  X (z )  et,
compte tenu de la relation M (z) =  —  i M  (z) q u ’on peut déduire de (8) et
(14), il est facile de voir que ■ ®(£) =  ■— AD (2) si et seulement si 

%
■Px (2) — 2  (ocy -j- ioij) z J, où les ay sont réels. 

y=o

•4. L a fonction O (2) peut être déterminée d ’une m anière analogue. Si 
les points ëi , ë2 , • • •, et sont les mêmes comme dans le cas précédent, alors 
la solution canonique Y (2) du problème homogène (10) sans singularités 
de classe h (ex , ë2 , • • •, ër) et ayant l’indice x* résulte sous la forme

(20) YO) = n o - o iM. n  n o - o - 1/4
j =1 y=M-+i y=1

x

xno-%)* fi c -̂sr,'in^-^),Ä n (.-«qr»*,
y=i y=e+i y=i J y=ô+i J

y = v + i

Qn
y=ô+i

en choisissant la même déterm ination comme pour X (2). Il s ’ensuit que 
Y(£] =  Y (2) et q u ’au voisinage de 2 =  00 on a

(21; Y(*) =  / - 6+?) 1 +  ° ' T

ce q u ’im plique x* =  p  +  q — r  =  x.
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Soit que N(^) représente la somme des parties principales de la fonc­
tion Do (-s')/Y (z) re latif à toutes les singularités et posons

(22) =  W W  [Fo(^ ~ * ^  =  N(»  +  J W >

J(V) étan t donc holomorphe. Alors analogue à (15) on obtient

(23) Q (*) =  Y{z) [N (*) +  Qk (2)] +

+
Y (z) f + ( x ) — g- (x )  dx

Y +(x) +  i
g+{x) — f  (x) dx

Y +(x)

où le polynôme QX(Y) est nul pour y. <  o. Les conditions de com patibilité 
pour le cas x < o ,  analogues à (16) et qui assurent l’unicité de la solution
sont

(24) 2 TO /  ;r) r ' .h 1 cLr i  f  / - - d .
Y+(r) Y+(r)

=  o ,

S =  I y 2 ■x—  I ,

où les Ys résultent du développem ent au vosinage de z  =  oo

(25) N W - ' W -  =  S 1Y ^"y -

Ensuite de (8) et (22) on déduit N (z) =  z‘N(>). Alors en utilisant (23) et les
propriétés de Y (z) on peut voir sans difficulté que O (z) =  iQ.(z)  si et seu-

%
lem ent si QK(z) =  2  (ßy— z ßy) zJ' où les ß- sont réels.

/=0

5. U ne fois <X>(» et O (z) obtenues, F(Y) résulte de (5) sous la forme

(26) F(z) — X(z)  

X(*) '

p+ ç—r

M (z) +  2  (ay +  2 ay)
j=0 +Ÿ (*)

P+ç—r

N 00 +  2  (ßy— + j ) zJ
y=0 +

+ 2 TO
f +(x) +g~(x )  dx i  f  g + (x) + f - ( x )  dx

X » X+(r) +

Y (*)
2 TO

f  f +( x ) ~ g - { x )  dx  , . f  g+(x)— f  (x) dx
J  Y +{x) x  —  z J  Y +(x) x  —  z \  ’
L+ T+

où les constantes réelles ay et ßy sont nulles si p  +  q — r <  o. Il est claire 
q u ’à la suite; des raisonnem ents faits cette fonction satisfait les conditions (3) 
et (4), ce q u ’on peut d ’ailleurs aisément vérifier. Compte tenu des propriétés 
de X (z) et Y(z)  il résulte que F(Y) est effectivement bornée au voisinage 
des points ë\ , ë%, • • •, ër et satisfait la condition (2) au voisinage de toutes
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les autres extrém ités. Prouvons q u ’elle vérifie égalem ent la condition a). 
Puisque F 0 (s) =  ® o(z) +  &o (/) de (14), (22) et (26) on obtient

f p+q—r
(27) W (g)  =  X (s) j — H (s) +  2  (ay +  ay) +

f j =0

f  f +(x ) +  g~(x) dx i  f  g+(x) + f ~ ( x )  dx  1 )
J X+(x) x  — z J X+(x) x ~  d i ’1"
L+  T+

( P + 4 -r
+  Y(*) - J ( * ) +  X  %

( j =0

f  f +(x ) — £T(x) dx JL. i [  g +(x ) — f ~ ( x ) dx  1 ! _
J Y +(x) x ~ z  J Y+(x) x — z \  ( '
L+ T +

Supposons p  +  q —  r  >  o. Compte tenu de (19) et (21) il résulte que $ (z) 
est holomorphe et donc F  (z) a seulement les singularités désirées. Si 
P +  y  —  r <  o,  $ (z) possède en apparence un pôle d ’ordre r —  (p -f- q) 
à l’infini introduit par X (z) et Y (2). M ais cette singularité suplém entaire 
disparait graçe aux conditions (16) et (24), où x =  p  +  q —  r , qui sont 
remplies par hypothèse et qui assurent en même temps l’unicité de la solution.

R em arquons en term inant que si dans les expressions de X (z) et Y (z) 
on écarte les produits où figurent les point ck et dki on prend q =  o , f ~ ( x )  — 
~  £ + (x ) =  °  et bien entendu Fo (z) =  o, (26) nous donne la solution du 
problème de [1 ]. C ’est une conséquence du fait que dans ce cas on doit résou­
dre les deux problèmes de R iem ann seulement pour les segments Ly .

+  ■

+ 2  TUZ
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