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A nalisi m atem atica. —  Sulla estensione a l caso di tre o piti 
dimensioni di un sistema differenziale del tipo di Beltrami. Nota r) del 
Corrisp. G i a n f r a n c o  C i m m i n o .

Su m m a r y . — Short study of a system of first order partial differential equations, called 
B eltram i’s system of a m apping between ^-dim ensional real open sets; a weak version of 
this system is given, so th a t in particular the definition of a quasiconform al m apping m ay 
be also expressed in a weak sense.

I. -  Nello studio della rappresentazione conforme di una superficie su 
un piano si incontra un  sistema di due equazioni differenziali lineari del prim o 
ordine in una coppia di funzioni reali di una coppia di variabili reali, detto 
generalm ente di Beltrami. Esso costituisce una naturale estensione del sistema 
di C auchy-R iem ann ,, che è alla base della teoria delle funzioni analitiche di 
una variabile complessa.

Il cosiddetto operatore differenziale di Beltram i è quell’operatore diffe­
renziale lineare autoaggiunto del secondo ordine, che in questa estensione 
si viene a trovare al posto dell’operatore laplaciano A.

L ’analogo di un  sistema differenziale del tipo di Beltrami, quando si 
abbia una 72-pla di funzioni reali di una 72-pla di variabili reali con n  >  2, 
è un sistema non lineare\ si trova, però, che n  funzioni, le quali verifichino 
un sistema cosiffatto, saranno tu tte  di conseguenza soluzioni di una stessa 
equazione differenziale lineare omogenea del secondo ordine, che estende 
in modo naturale l’equazione di Laplace.

U na rappresentazione quasiconforme di un aperto di R 2 in R 2 si può 
definire m ediante una coppia di funzioni reali differenziabili di una coppia 
di variabili reali, per cui valga un  sistema di Beltram i con coefficienti veri­
ficanti una  certa disuguaglianza dipendente da un num ero M >  1, da consi­
derarsi come un parametro d i quasiconformità\ è precisam ente M — 1 solo 
nel cafso che la rappresentazione sia conforme. L ’avvicinarsi del param etro M 
al valore 1 m isura dunque, in un  certo senso, l’approssim arsi dell’operatore 
differenziale di Beltram i al laplaciano A.

Passando dal caso bidimensionale a quello ^-dim ensionale, si trovano 
diversi tipi di rappresentazioni quasiconformi [1], ciascuno dei quali carat­
terizzato da una certa disuguaglianza per i coefficienti del corrispondente 
sistema di Beltrami; ognuna di queste disuguaglianze contiene sempre un 
param etro M >  1, che diventa — 1 solo quando la rappresentazione è con­
forme!. (*)

(*) Presentata nella seduta del io  gennaio 1970.
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L ’operatore di Beltrami, per n  >  2, si riduce, nel caso della rappresenta-
n

zione conforme, a un operatore del tipo ^ dove è una funzione,

che, per n  =  2, diventa la costante i .
Poiché, per le rappresentazioni quasiconformi in due o più dimensioni, 

sono state date diverse definizioni [2], [3], che non richiedono a priori l’ipo­
tesi della differenziabilità, m a portano poi di conseguenza la differenziabilità 
stessa, si presenta spontaneam ente la questione di sostituire il sistema diffe­
renziale di Beltram i con una formulazione in senso debole del sistema stesso, 
nella quale si richieda il minimo possibile di regolarità a priori, sia per i coeffi­
cienti, sia per le funzioni che devono fornire la rappresentazione quasicon- 
forme.

In  questa N ota si indica un modo di ottenere la formulazione in senso 
debole del sistema di Beltrami, per cui non occorre richiedere neppure che 
siano supposte a priori continue le funzioni assoggettate a soddisfarlo. Ciò 
appare notevole soprattu tto  per il fatto che, come si è detto, il sistema non 
e più lineare, quando il num ero n delle dimensioni è >  2.

Lo studio delle questioni di regolarizzazione delle soluzioni deboli non 
viene qui affrontato. Esso dipenderà naturalm ente dal tipo di rappresenta­
zione quasiconforme preso in considerazione: come abbiam o ricordato, per 
n >  2, si hanno diversi di questi tipi, in corrispondenza a un dato valore 
del param etro  M di quasiconform ità. A vrà poi anche im portanza il valore 
di M, che, come si è accennato, quando si avvicina ad 1, indica un certo modo 
di approssim arsi dell’operatore differenziale di Beltrami (che applicato a 
soluzioni abbastanza regolari deve dare per risultato o) a un operatore del

n

tip°

2. -  Siano x k (£1 , £„), per k =  1 , • • - , n, funzioni reali differenzia­
bili col determ inante jacobiano positivo in tu tti i punti (£1, ■••,£„) di un 
aperto A  C R*, e poniamo, per k  , i , j  =  1 , • • •, n.

■
(0 x ki 1 J =  det 1̂ 1 >  o , X,y =  aggiunto di in J.

Siano pòi per t , k  =  i ,n ,  gli elementi di una m atrice sim metrica 
definita positiva, anch’essi funzioni di (£, ,■•• ,  !•„) e A, e poniamo

(2) r  =  det !y«,|| >  o , Tik =  aggiunto di j ih in F.

U n  sistema di Beltram i ^-dim ensionale sarà un sistema di n2 equazioni 
del tipo

n

(3) X i. ya, x kj =  x ,y )/ r , G 7 =  I
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Esso è lineare soltanto per n =  2, riducendosi in tal caso a

Yll #11 ~b Y12 #21 ~  #22 i  r  ì Yll #12 ~b Y12 #22 =   x 2l i  r  >

Y 2I X 11 +  Y22 # 2 1  ~  # 1 2  i  ^  > Y2I # 1 2  “b  Y22 # 2 2  =  # 1 1  Ì  F  j

dove si vede subito che le equazioni della prim a colonna implicano quelle 
della seconda, e viceversa.

In  generale, le (3) implicano le equazioni

n

(4) 2 )* ^  ih x ij f  r  Xfrj, h , j  ~  i

da cui si ricava poi, uguagliando il determ inante dei prim i m em bri a quello 
dei secondi membri, per n >  2,

(s) ] =

Inoltre, se le x kj sono pure differenziabili, dalle (3) segue che le 
#y(£ 1 >* * *> Q ,  per j  =  1 , n, sono tu tte  soluzioni dell’equazione lineare
ellittica del secondo ordine

(6)
n nY  d ^  Y& _

T*'

Dalle (4) si deducono poi ancora la (5) e le

n

('I'') j  X h j X k j ^ h k l ^ y

dove i secondi membri, che indicheremo anche c o n ^ ^ ,  sono gli elementi della 
m atrice inversa della J y ^ |.

Si può anche osservare che il sistema di equazioni (3) equivale, in virtù 
di (5), al seguente

n

(8) — O, per h ^ = j ,

C9)
n _ n

X «  Tik  X i l  x k l  =  • • • =  X «  Tih X in  x kn =  I •

Se poi indichiam o con £ l’operatore differenziale che figura nella (6)

( io ) ç =  X s y* Jjk_
~ JT i \ k ŸT ’

troviam o che le (8) e (9) equivalgono alle

(I I )

0II■*? k  =  I , • • n,
(12) £ (xh xj) = 0 , per k  j

(13) £ (xf) =  • •

|éhIIwII
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U n  facile calcolo m ostra infatti che è
n

^ 4 )  ~  Cx h Xj )  ~  X h ~ Xj  +  x j  ÈX h  4 "  i  ik  T ik X ih Xjk  y

sicché si vede che, se sono soluzioni dell’equazione lineare omogenea 2u =  o 
le x 1 , • • - , x H e i loro prodotti due a due, varranno le (8). D a queste risulta 
poi che, indicati con pi-, • • -, .p» certi fattori di proporzionalità, varranno le 
uguaglianze

n

(d 5) Py ^ i j  ì l ) J =  1 y ,

e di qui, se sono verificate anche le (13), risulta px =  • • • =  pn =  i / J  e la (5).

3. -  Il sistema di Beltram i (3) si può dunque form alm ente trasform are 
nel sistema (11), (12), (13), e questo si può sostituire con una formulazione 
debole, poiché esso consiste nell’esprimere che le funzioni x 1 i loro
quadrati e i loro prodotti due a due verificano equazioni differenziali lineari 
autoaggiunte di tipo ellittico.

Per scrivere, alla m aniera consueta, che è verificata in senso debole una 
equazione del second’ordine di form a variazionale occorre tu ttav ia  supporre 
verificata una condizione sulle derivate prim e della funzione incognita. La 
condizione che una funzione sia soluzione della equazione aggiunta di una 
equazione lineare alle derivate parziali non di form a variazionale, invece, 
si può m ettere in una form a ancora più debole, cioè con ipotesi più deboli 
sulla funzione incognita [4].

In  considerazione di ciò, cercheremo di trasform are il sistema (11), (12), 
(13) in un altro ancora, nel quale figurino soltanto operatori differenziali 
aggiunti di operatori lineari non di forma variazionale. A tale scopo, consi­
deriam o gli operatori Giù ed 0Ò definiti da

(16) 0R \ \  Y ik 32

^ \ ik f f  ' 35; *  =  2 ««  35;35*
Tik \  _
U  /

Si trova con un  breve calcolo, supponendo l’esistenza di tu tte  le derivate 
occorrenti, che vale, per ogni terna 9 , xh , x j di funzioni delle £1 , la
seguente identità

CI 7) ^  (?XA Xj )  =  x h ^  (s?xi)  +  Xj é)ò (yXA) —  X h X j  0ùcp +
n

+  2 ?  Ç a
Yik 'àX'h 'àXj 
VT ^  ~^k ’

Pertanto il sistema (8) sarà verificato, se sarà

(18) SZrp =  91 (<p ĵ) =  • • • =  9c (cpxx) =  o , 0 1  (cpxÀ Xj )  =  o per ^  =[=/.

Inoltre, per h =  j ,  la (17) diventa

(19) 0 t ( < p 4 > 2  +

2. — RENDICONTI 1970, Vol. XLVIII, fase. 1.
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e quindi, se, oltre alla (18), saranno verificate le 

(20) 91 =  • • • =  91 (cpx!) =  2

dalle (15), che, come abbiam o osservato, discendono da (8), risulterà 
Pi =  • ' ' =  P* =  i/J, da cui le (9).

Se ne conclude che il sistem a delle (8) e (9) si può sostituire con quello 
delle (18) e (20).

Per m ettere poi in form a debole le (18) e (20), basta scrivere che, per 
ogni funzione / ( £ , , • • • ,  l„) e CS° (A), riesce

(21) S i i l i  à i  = <pxk Siili d i  =  o , k =  i , • • • - ,»,

(22) J <pxA Xj SUIt di =  o per h=\=j,
A

(23) j< ? x ts ) iiid l =  - ■ ■ =  j 9xìs> rttd i =  2 j ~ ^ = i d i .
A A A.

Questa formulazione in senso debole della condizione che le x x , • • •, x n 
siano soluzioni del sistema di Beltrami (3) consente, come si vede, di ridurre 
notevolm ente le condizioni di regolarità richieste per i coefficienti yyk , come 
pure per le Xj.

4. -  Ricordiam o ora la definizione dei diversi tipi di rappresentazioni 
quasi conformi ^-dim ensionali considerati in un mio precedente lavoro [1]. 
Essi si presentano naturalm ente, in base airosservazione che, se p  e q sono 
interi, per cui 1 <L p  <  q <  n, e se, per m  =  1 , • • - , n, con sm si indica la

/ ŸI \2
somma dei quadrati di tu tti gli ( j m inori di ordine m  della m atrice jaco> 
biana J, riuscirà sempre

dove il segno = .  sussiste se e solo se è conforme la rappresentazione di A 
in R*' fornita dalle x k , • • - , per k  =  1 , • • - , n. Per ogni num ero 
M >  i , la classe, che indicheremo con YLpq (M), delle rappresentazioni di A 
in R ”, per cui riesce sempre

(25)

fornisce un  tipo di rappresentazioni quasiconformi col param etro di quasi- 
conforjmità M; ognuno di questi tipi di quasiconformità, caratterizzato dalla 
particolare scelta della coppia di interi p  , q, dà luogo, nel caso particolare 
M =  i , alle ordinarie rappresentazioni conformi, per le quali le ghk costituenti 
i secondi m em bri delle (7) sono nulle per h 4= k  e hanno tu tte  lo stesso valore
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per h =  k  =  i , • • •, n. In  tal caso, lo stesso fatto si verifica anche per la 
m atrice |y^]| inversa della | ^ ] j x e l’operatore differenziale (io) diventa del

Si può ora osservare che le sx , • • - , -sn introdotte poc’anzi sono gli invarianti 
ortogonali della m atrice sim m etrica definita positiva delle gkk. Perciò la 
condizione che le x k (£1 , • • •, £w), per k =  1 , • • •, n, diano una rappresenta­
zione di classe K Pq (M) si può anche esprimere dicendo che esse devono essere 
soluzioni di un sistema di Beltram i (3) tale che la m atrice inversa \ghk{ di 
quella |y^ |! dei coefficienti abbia gli invarianti orotogonali sp , sq soggetti 
alla limitazione (25).

Poiché abbiam o visto come si può esprimere in forma debole, con le (21), 
(22), (23), il fatto che le x k , • • - , debbano verificare il sistema (3), ne 
risulta che la nostra definizione di quasiconform ità non richiede, dunque, 
ove si faccia uso di tale form a debole, la differenziabilità delle x k , • • - ,

[1] G. ClMMiNO, Sulle rappresentazioni pseudo-conformi, Istituto Nazionale di A lta M ate­
matica, « Symposia M athem atica », 2, 85-93 (1968).

[2 ] O. L eh to  e K. I. VlRTANEN, Quasikonforme Abbildungen, Springer—Verlag 1965.
[3] P. Ca r a m a n , Homeomorfisme cvasiconforme n-dimensionale, « Ed. Ac. Rep Soc Romania»

(1968).
[4 ] G. CiMMiNO, Sulle equazioni lineari alle derivate parziali del secondo ordine di tipo ellittico

sopra una superficie chiusa, «Ann. Sc. Norm. Sup. Pisa», (2), 7, 73-96 (1938).

tipo particolare

B i b l i o g r a f i a .


