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Analisi matematica (Equazioni differenziali). — Swr lexistence
des solutions présque—périodigues des systémes différentielles du
premier ordre. Nota di CEzaR AvrRaMEscu, presentata ® dal Socio
G. SANSONE.

RIASSUNTO. — La presente Nota ¢ dedicata allo studio dell’esistenza di soluzioni
quasi-periodiche per una classe di equazioni differenziali ordinarie.

I. Soit f(¢,x) une fonction & valeurs dans R définie et continue
dans A= {(#,%);¢ >0, |x]|< g}, ot par |-] nous avons désignée la norme
de R”. On suppose que par tout point de A il passe une seule solution de
I'équation,

o) x'=f(,x).

Soit @ (#,7) une fonction scalaire, définie et continue dans D = {(¢,7);
t>o0,|7|<p}; on considére 'équation de comparaison

(E) r=o(,r).

On suppose que la condition d’unicité de la solution soit satisfaite dans tout
point de D.

Soit encore V (¢, x) une fonction scalaire, continue et différentiable dans
tout point de D et telle que | V (¢, x) | < p dans D. Désignons par V' (¢, x)
la dérivée de la fonction V (¢, x) par rapport au systeme (S). Si 'on suppose
que,

(D Vg, ) e,V ),

dans D, alors pour toute solution x (#) du systéme (S) et pour toute solution
7 (¢) de I'équation (E), telles que V (Zo, x (#0)) <7 (%), on a linégalité

() Vi, x@) <r®,

inégalité valable pour tout # > # appartenant & l'intervalle commun de défi-
nition des fonctions x () et 7 ().

De Tinégalité (2) il résulte que, si 'on admet des hypothéses adéquates
pour la fonction V, alors les propriétés des solutions de I’équation de com-
paraison (E) sont transportées aux solutions du systéme (S). Cette idée a été
plusieurs fois utilisée, par diverses auteurs, dans 1’étude du comportement
“des solutions du systéme (S). Par exemple elle a été utilisée par R. Conti [1]
dans le probléme du prolongement des solutions, par C. Corduneanu [2] dans

(*) Nella seduta del 13 dicembre 1969.
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la théorie de la stabilité, par P. Talpalaru [3] dans le probléme de I’existence
des solutions bornées, par C. Avramescu [4] dans le probléme de existence
des solutions qui ont limite quand # - + oo, etc. (Pour les détails concernant
cette méthode, on renvoie le lecteur aux livres de G. Sansone et R. Conti [5]
et de T. Yoshizawa [6]).

Nous allons utiliser la méthode de la fonction de Liapounoff pour établir
I'existence des solutions présque—périodiques du systeme (S).

2. Nous allons démontrer d’abord le théoréme suivant:

THEOREME 1. Admettons les hypothéses suivantes:
1) V(t,0)=0;V(¢,x) =a(|x]), a(r) étant une fonction continue
et non—décroissante, avec a (0) = 0;
2) pour toute fonction continue x (), avec |x (¢)|<p, a liew I'inégalité

(3) V<t,ff<s>x<s>) ds)ﬁftv' (s, 2 () —x (@) ds,

pour tous t,a appartenant a lintervalle de définition de la fonction x (),
avec t > a > 0;

3) Vi@, x) <o,V (¢, x) dans D;

4) o (t,7) est une fonction non—décroissante par rapport a r, pour tout
t fixé,

5) Véquation (E) admet une solution r(t) présque—périodique pour t > o.

Alors pour tout to=> o, il existe un nombre positif § = 8 (to) tel que toute
solution x (£) du systéme (S), avec |x (to)| <8 soit présque—périodique pour
t>1.

St de plus, il existe une fonction b(r), avec les mémes propriétés que la
Sonction a(r), telle que V (¢, x) < b(]]x]!), alors le nombre 3 ne dépend - pas
de .

Démonstration. Comme de I'’hypotheése 3) résulte l'inégalité (1), alors
on a l'inégalité (2), pour toute solution x (¢) du systéme (S) qui satisfait a
la condition

@ V(to, x () <7 (o),

et cette inégalité est valable pour tout # >#y appartenant & lintervalle de
définition de la solution x (). Compte tenu de I’hypothése 1), il existe un
nombre positif 3, tel que pour |x (%)]< 8 I'inégalité (4) soit remplie. (Si
Pexistence de la fonction & (7) est assurée, alors 8 = sup 67! (»(¢))). De I'iné-
galité (2) on tire que 2t

) i@l =@,

et comme 7 (¢) est bornée sur le demi-axe # > o0, il s’ensuit que la solution
x (¢) est définie pour tout ¢z > 4.



470 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLVII — dicembre 1969 [190]

De I'hypothése 3) on déduit, compte tenu de 'inégalité (2), de la mono-
tonie de ® et de I'hypothése 2), les inégalités suivantes:

14

V, x(t) —x (a) =V<Z,J'x'(s) ds) :V(r,f;(s,x(s)) d5>g f;/"(s,x@‘)) ds <

¢

t
ng(s,V(s,x(s))) ds gfm (5,7 () ds =7 (®)—7r (@),
d’olt Ton déduit que,

©) 2@+ m)—r@| <@+ —r@),

pour tout T>0 et tout #>#. Comme la fonction 7 (¢) est par hypothése
présque-périodique, il en résulte que la fonction x (¢) est presque—périodique
sur le demi-axe ¢#>#.

Dans le théoréme 1 on ne peut pas prendre, comme d’habitude,
V(¢,x) =|x]|; ce cas est contenu dans le théoréme qui suit.

THEOREME 2. Admettons que les hypothéses 4) et §) du théoréme I somt
satisfaites et que V (¢, 0) = o.
St les inégalités
o \ 10| <@, V(=)
[V (t,x) <o @, V(,x),

sont vemplies, alors la conclusion du théoréme I reste valable.

En effet, pour une solution x (#) du systéme (S), avec |x (%)| <3 on a
les inégalités,

e —2@[ = [/ 6 2O < [0, V626 b <

¢
gfco(s,r(s))ds <r({)—r(a,
a B
et la démonstration continue dans la méme manieére que dans le théoréme 1.

3. Comme une application des théorémes démontrés, nous allons don-
ner le corollaire suivant:
COROLLAIRE. Admettons les hypothéses susvantes:
1) la fonction o (¢,7) est une fonction présque—périodique de la varia-
ble t, uniformément par rapport & r, et satisfait a I'hypothése 4) du théoréme T,
2) Déquation (E) admet une solution bornée sur le demi—axe t > o;
3) a lieuw I'inégalité

&) VAGREIN IR ES VR
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Alors, quel que soit to > 0, il existe un nombre positif 8 = 3 (o) tel que
toute solution x (¢) du systeme (S), avec |x (to)| < 8 soit présque—périodique
sur le demi—axe t > ty.

En effet, la condition (8) représente la condition (7) dans le cas parti-
culier ot V (7, %) = |x]. D’autre part, d’aprés le résultat de Z. Opial [7],
la solution bornée de I'’équation (E) est en méme temps présque—périodique.
Donc le théoréme 2 est applicable, ce qui démontre le corollaire.
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