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Algebra. — Su certe famiglie di relazioni n—arie invarianti di
un’algebra. Nota di Giovanni Dantoni, presentata © dal Corrisp.
G. Zappa.

SUMMARY. — Two theorems are proved. The first theorem is a necessary and sufficient
condition in order that a family of z—ary relations on a set M be the family of the z-ary
invariant relations of some algebra of base set M. The second theorem is a sufficient condition
in order that a family of z-ary invariant relations of an algebra be a modular lattice.

In questo lavoro dimostriamo due teoremi sulle relazioni z—arie invarianti
di un’algebra.

Il primo teorema ¢ enunciato nel n. 1 ed ¢ dimostrato nei nn. 2, 3; in
esso si da una condizione necessaria e sufficiente affinché una famiglia di
relazioni z-arie definite su un insieme M sia la famiglia di tutte e sole le
relazioni #z—arie invarianti di una qualche algebra avente M come sostegno.

Il secondo teorema & enunciato e dimostrato nel n. g; in esso si di una
condizione sufficiente affinché una famiglia di relazioni 7—arie invarianti di
un’algebra sia un reticolo modulare.

I. Sia M un insieme non vuoto, sia R una relazione »—aria (> 1) non
vuota definita su M, sia ® una operazione algebrica m—aria (7> 0) definita
pure su M. Chiameremo prodotto di o per R, e lo indicheremo con R, la
relazione #—aria definita nel seguente modo:

(a1,a3, -+, a, €wR
allora e solo. quando esistono 72 elementi di R, distinti o no,
(@1, @igye ) @) €ER G=1,2,--,m)
tali che sia
@) == Q17 Agj" " Ty O per j=1,2,--, 7.
Per m = o, detto a l’elemento che corrisponde all’'operazione nullaria

o (0 = @), poniamo
oR={(a,a, --,a)}.
Definiamo il prodotto wR anche nel caso di R vuota, ponendo

‘

0wg = g see m=>1

0wz ={(a,a, -, a)} seé m=o0 edw=ua.

(*) Nella seduta del 13 dicembre 1969.
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Osserviamo che se S & un’altra relazione n—aria definita su M, allora

da RCS segue oRC oS.

Diremo che /a relazione R é invariante rispetto alla operazione » quando
si ha
oRCR.
Sia A = (M, Q) un’algebra avente M come sostegno ed  come sistema
di operazioni. Diremo che una relazione n—aria R definita su M & una 7e/a-
zione n—aria invariante dell’algebra A = (M, Q) @ quando R & invariante
rispetto ad ogni operazione del sistema €, cio¢ quando si ha

oRCR per ogni € Q.
Premesso quanto sopra, ci proponiamo di dimostrare il seguente teorema.

Sia M un insieme non vuoto;, sia n un intero positivo; sia K una fami-
glia di sottoinsiemi di M contenente NI come elemento (M” € ). Per ogni,
XCM” indichiamo con R (X) Dintersezione di tutti gli elementi della famiglia
R che contengono X come sottoinsieme. ,

Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché 8 sia la famiglia di tutte
(e sole) le relagioni n—arie invarianti di una qualche algebra avente M come
sostegno, é che '

1) &Y sia un sistema di chiusura algebrico su M”".
2) Per ogni sottoinsieme finito X;_M" e per ogni y € R (X,) esista una
operazione algebrica o definita su M tale che

y €Ew Xf
oR CR per ogni R € &%,

2. Dimostriamo che le condizioni 1) e 2) sono necessarie. Sia A = (M, Q)
un’algebra avente M come sostegno ed € come sistema di operazioni, e sia
®" la famiglia di tutte e sole le relazioni z—arie invarianti  dell’algebra
A=(M,Q).

a) K & un sistema di chiusura su M”. Infatti, dalla definizione di
relazione n-aria invariante di A segue subito che ¢ M” € 8" e che &* ¢&
chiusa rispetto all’intersezione.

b) Per, ogni operazione nullaria @ =  del sistema Q consideriamo
la n-upla (@, a,---, @) e indichiamo con Z linsieme delle z—uple cosi otte-
nute. Indichiamo inoltre con Qi I'insieme delle operazioni di Q che hanno
arita > 1.

Per ogni XCM" consideriamo la relazione n-aria H (X) definita nel
seguente modo:

HX)=uUH, , Ho=XuZ , H;;=H,U[ UoweH,].
k=0

» € Q,

(1) Per questa definizione e per i suoi vari aspetti vedasi Dantoni [3] e particolarmente
le pp. 199-200.
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¢) Proviamo ora che é
(D) H (X) =R (X)

proviamo cio¢ che H (X) ¢ l'intersezione di tutte le relazioni n—arie invarianti
dell’algebra A = (M, Q) che contengono X come sottoinsieme.
Proviamo anzitutto che H (X) & una relazione invariante di A, cio¢ che

) oH (X)CH (X) per ogni o € Q.

Infatti, se H (X) & vuota allora Z ¢ vuoto, quindi in Q non ci sono
operazioni nullarie, quindi si ha oH (X) =g CH (X) per ogni »€Q, e
quindi la (2) ¢ vera.

Sia ora H (X) non vuota, sia ® un’operazione m—aria di €, e sia

(a1, a9, -+, a,) € oH (X).

Se&ém = o0 (ed @ = a) allorasi ha oH (X) = {(a, 2, -+, )} CZC H (X),

e quindi la (2) & vera.
Sia m> 1. Per la definizione di prodotto oH (X) esistono 7 elementi
(@1, @9, -+, a,,) € H (X) (2.=I,2,"',7%)

tali che

(3) ;= Q1;Ag;" Ay O per j=1,2, -, 7.

E poiché ¢ H(X) = UH, con HoC H1iC HaC- - -, si ha che esiste un
£=0

\

intero £ tale che per i =1,2,--:,m ¢
(@1, @in,y- -+, @) €Hy
e quindi per le (3) risulta

(@, a9, - a,)€0 H,.

Ma per la definizione di Hzyy si ha oH,C H;;y e quindi risulta
(@, as, -, a,) € 0H,CH;1C UH, =H (X)
£=0

e questa prova che ¢ oH (X)C H (X). Con cio la (2) risulta provata in tutti
1 casi.

Poiché H (X) ¢ una relazione #—aria invariante dell’algebra A e contiene
X come sottoinsieme, per provare la (1) basterd provare che se H’ & una qua-
lunque relazione n—aria invariante di A che contiene X come sottoinsieme,
allora si ha H(X)CH".

Infatti, da oH'CH’ per ogni o € Q segue ZC H' e quindi, essendo
anche XCH’, si ha Ho=XUZCH'. Inoltre, supposto H,CH’ si ha
oH,C oH'C H’ per ogni € Q, e quindi ¢ anche H;;CH'. Da cid segue

che ¢ H,CH' per £=o0,1,2,--- e quindi H(X)zSHk(_:H’.
£=0



[1 79] GIOVANNI DANTONI, Su certe famiglie di relazioni n—arie, ecc. 459

d) Proviamo ora che il sistema di chiusura & ¢ algebrico. Dobbiamo
dimostrare che per ogni XCM” e per ogni ¥ € R (X) esiste un sottoinsieme
finito X, di X tale che si ha y € R (X,).

La proprieta ¢ vera per ogni y € Ho = X UZ perché se ¢ y € X basta
porre X;={y}, e se ¢ y €Z allora in Q c’¢ una operazione nullaria w = &
tale che y =(a,a,---,4) e quindi, detto X, un qualunque sottoinsieme
finito di X si ha y = (a,4a,---, a) € oX;C R (X/).

Supponiamo ora che la proprietd sia vera per ogni elemento di H; e
proviamo che & vera anche per ogni elemento di H; ;. Infatti, da y €e Hzyy
segue che o ¢ ¥ € H,; ed in questo caso la proprieta ¢ vera per ipotesi, oppure
¢ y€ wH, per qualche w € Q;. In questo caso, detta » la aritd di o, si ha
m>1 e da y € wH, segue che esistono # elementi di H,

Zi:(zil)zﬂ""ygirz)EHk <Z~:I’2)"',m>
tali che posto
y=0U1,Y2,""" V)
si ha
Vi T 1 Buy By © per j=1,2, "7
e quindi risulta
(4> _’/VE(\){ZI,ZQ,"',Zm}£R<{Zl,ZZ,---,Zm}>.

E poiché la proprieta ¢ vera per gli elementi di H; si ha che in corri-
spondenza di ciascuno degli elementi 2; esiste un sottoinsieme finito X}i) di
X tale che si ha

z; € R (X9 G=1,2,,m).

Poniamo

X, = XPUXPU- - uXP.

Da XPC X, segue R (XP)C R (X,) e quindi si ha z;€ R (XP)C R (X)),
e quindi {#1,83, ", 2,}C R (X)) da cui segue R ({21,22, -, 2,}) CR (X,)
e quindi per la (4) si ha y € R(X,) e questa prova che la proprietd & vera
per ogni ¥ €Hzyq. Con cid risulta dimostrato che la proprieta & vera per
ogni ¥ € R (X).
e) Proviamo infine che per ogni XCM” e per ogni vy € R (X) esiste
una operazz’ohe algebrica o definita su M tale che

y€enX ed oRCR per ogni R e &k,

La proprieta & vera per ogni y € Ho = X UZ perché se ¢ y € X basta
considerare come  l'operazione unaria identica, e se ¢ y € Z allora in Q c’&
una operazione nullaria ® = ¢ tale che y = (a,a,---,2) e quindi basta
considerare come ® l'operazione w = a.

Supponiamo ora che la proprietda sia vera per ogni elemento di H, e
proviamo che & vera anche per ogni elemento di Hzp ;. Infatti, da y € Hyyy
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segue che o & y € H; e in questo caso la proprietd ¢ vera per ipotesi, oppure
¢ y€w' H, per qualche w'e Q;. Esaminiamo questo secondo caso.

Detta # la arita di o', si ha m>1 e da ¥ € ' H; segue che esistono
m elementi di H,

2i= (81, %9, " 2m) €EH, G=1,2,"-,m)
tali che posto
Y=Y V)

si ha

(5) yjzzlj'g?j"'zmjwl per j=1,2, ", n.

Poiché la proprieta ¢ vera per gli clementi di H;, in corrispondenza di
ciascun elemento g; esiste una operazione o; definita su M tale che

z;€w; X ed o;RCR per ogni R e &%,

Detta #; la arita della operazione w,;, dalla z; € w; X segue che esistono
n; elementi di X

(6) 2 = (), 2 Sy eX r=1,2,--,m)
tali che
@) 25 = Xe) A5 xffi), 0;.

Dalle (5) e (7) segue

1) 1 ?9) @ 2 (
) vy =0 2 xD o 2D A8 2P g AP A x;),m '

Poniamo ora ¢ =y + 73 +-- -+ #, e consideriamo l'operazione #-aria
o definita su M da

14
(9) X1 Xy Xy © == Xy Xg* * X O Xy i1 Ky 2° Koy b, W3 gy 117+ Xy Oy .
m

Sihay € o X per le (6) e le (8). Proviamo che ¢ ®RC R per ogni R € .

Infatti, sia (a1, a2, -, @,) € ®R. Da questa segue che esistono # ele-
menti di R '
<IO> bf'l): f’ll)yéa(fZQ); ,éf,?)ER (7':I,Z,"',%,';Z':I,Z,"‘,m>

tali che si ha
1 1 1 9 9 9
(1) 0= 60 08) B0 00 B2 8D 6D o B BT B,

G=1,2,",n).
Dalle (10) e dalle w; RC R segue

(BRE0 -8 o, 63853 By ;e -, B85 - 6, ) € R.

Da queste e dalle (II.), tenendo presente che ¢ o' R C R perché w'e Q,
segue (ay, a3, -+, a,) € R e quindi ¢ ®RC R per ogni R € R
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Con cio risulta dimostrato che le condizioni 1) e 2) del teorema enunciato
alla fine del n. 1 sono necessarie.

3. Dimostriamo ora che le suddette condizioni 1) e 2) somo sufficienti.

Sia M un insieme non vuoto; sia 7 un intero positivo; sia %™ un sistema
di chiusura algebrico su M”. Per ogni X CM" indichiamo con R (X) linter-
sezione di tutti gli insiemi del sistema &% che contengono X come sottoin-
sieme e supponiamo che per ogni sottoinsieme finito X,CM" e per ogni
y € R(X,) esista una operazione algebrica « definita su M tale che

y € X, ed mRC R per ogni R e &Y.

Indichiamo con Q T'insieme di tutte le operazioni algebriche  definite
su M che soddisfano alla condizione

oRCR per ogni R e &,

L’insieme () non & vuoto perché contiene tutte le operazioni unitarie.

Consideriamo l'algebra A = (M , Q) che ha M come sostegno ed Q come
sistema di operazioni. Indichiamo con & Iinsieme di tutte le relazioni %—arie
invarianti dell’algebra A e osserviamo che &

(12) KO C R,

Per ogni XCM" indichiamo con R (X) lintersezione di tutti gli insiemi
della famiglia & che contengono X come sottoinsieme. Dalla (12) segue

(13) R(X)C R(X) per ogni X CM"

Sia ora X, un sottoinsieme finito di M” e sia y un elemento di R (X)).
Per ipotesi esiste una operazione algebrica o definita su M tale che ‘

y€o X, ed o RCR per ogni R € &%,
Dall’ultima segue che & w € Q e quindi (n. 2 ¢, b)
X, CR (X))

e quindi si ha y € wX,CR (X,); ciot da y € R (X,) segue y€R (X)) e
quindi si ha R (X;)C R (X,), da cui per la (13) segue

(14) R(Xp) =R (Xy).

Sia infine X un qualunque sottoinsieme di M”". Poiché R (X) ed R (X)
sono entrambi operatori di chiusura algebrici, il primo per ipotesi e il secondo
per il n. 2, si ha

R(X)=URE,) , RX) = UR(X)

32. — RENDICONTTI 1969, Vol. XLVII, fasc. 6.
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dove l'unione si intende estesa a tutti i sottoinsiemi finiti X, di- X. Da queste
e dalla (14) segue

R (X) =R (X)

quindi & & =&", ciot & & la famiglia di tutte le relazioni #-arie in-
varianti dell’algebra A = (M, Q).

4. a) Per m = 1, nel teorema del n. 1 la condizione 2) é superflua perché
una operazione come la o esiste sempre.

Infatti, sia X, un sottoinsieme finito di M e sia ¥ € R (X). Indichiamo
con x1,x2,- -, %, gli elementi di X, e consideriamo l'operazione z—aria
definita su M nel seguente modo

xle...xmw :J/
araz--a,0 =a per ogni (a1, a2, -, a,) == (X1, %2, , X,) -

Si ha subito che la o soddisfa alla condizione 2), cio¢ si ha y € wX, ed
oR CR per ogni R €&®,

Poiché le relazioni unarie invarianti di un’algebra sono le sue sottoal-
gebre, da quanto sopra segue il noto teorema:

Affinché un sistema & di sottoinsiemi di un insieme M sia la famiglia
delle sottoalgebre di una qualche algebra occorre e basta che & sia un sistema
di chiusura algebrico @,

b) Per n > 2 invece la condizione 2) non é superflua. Per esempio,
per » = 2, il sistema di tutte le relazioni di equivalenza definite su M & un
sistema di chiusura algebrico su M?, ma non esiste un’algebra A = (M, Q)
avente come relazioni binarie invarianti tutte e sole le relazioni di equivalenza
definite su M. Infatti, se una tale algebra A = (M, Q) esistesse, allora dette E;
ed Ep due qualunque relazioni di equivalenza definite su M, esse sarebbero
relazioni binarie invarianti di A, quindi il prodotto E; E; sarebbe una rela-
zione binaria invariante di A, quindi, per lipotesi fatta, detto prodotto
E; Eg sarebbe una relazione di equivalenza e quindi risulterebbe E1 Eg = Eg Ey;
cio¢ due qualunque relazioni di equivalenza definite su M risulterebbero per-
mutabili, e cid non & wvero.

5. Dimostriamo ora una condizione sufficiente affinché una famiglia di
relazioni #z—arie invarianti di un’algebra sia un reticolo modulare.

Sia (M, Q) un’algebra avente NI come insieme sostegno ed Q come sistema
di operazioni. Sia n un intero positivo e sia § una famiglia di relazioni n—arie
invayianti dell’ algebra (M, Q) contenente M” come elemento (M” € §). Per ogni

(2) Birkoff and Frink [1]; Schmidt [6]; Cohn [2] p. 81; Gritzer [4] pp. 47-48.
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X CM”* indichiamo con F(X) lintersezione di tutti gli insiemi di § che con-
tengono X come Sottoinsieme e supponiamo che:

1) § sia un sistema di chiusura su M”.

2) Per ogni A€, Be€F ¢ ceF(AUB) esistano a€A ¢ b€B tali
che sia

ceF({a,b}) , a€F{b,c}) , beF(c,a)).

In queste ipotesi § & un reticolo modulare rispetto allintersezione N e
all'unione \/ cosi definite:

(15) AAB=ANB , AVB=FAUB).

Infatti, poiché F & un sistema di chiusura esso & un reticolo rispetto
all’intersezione A e all’'unione V definite dalle (15). Dimostriamo ora che
detto reticolo ¢ modulare.

Supponiamo che in & esistano tre elementi A, B, C tali che sia

ACC , FCuB)=FAuUB , ChB=ANB
e dimostriamo che da queste segue A = C. Infatti, per ogni ¢€C si ha
ceC=F(C) CF(CuUB)=F(AUB).

Da ¢€eF(AUB) per la 2) segue che esistono 2 €A e 4€B tali che
si ha

ceF{a,8}) , a€F{b,c}) , b€F({c,a)

E poiché ¢ € ACC, si ha 2 €C e quindi F({c,a})C F(C) =C, quindi &
b€F({c,a})ZC, quindi ¢ 6 €C, quindi ¢ 6€ BNC = ANB, quindi ¢ s €A,
quindi si ha

c€F{a,d}) CFA) =A;
pertanto da ¢ €C segue ¢ € A, cio¢ si ha C CA, da cui per la A CC segue
A=C.

Dalla proprieta dimostrata, tenendo presente le (15) segue @ che il reti-

colo § & modulare.

Osservazione. — Se § ¢ la famiglia di tutte le relazioni z—arie invarianti
dell’algebra, (M , Q) allora la condizione 1) & certamente soddisfatta; inoltre
in questo caso, per ogni X C M” la relazione 7n—aria F(X) & la relazione
H(X) definita nel n. 2 b) e che possiamo chiamare la relazione 7-aria inva-
riante dell’algebra (M , Q), generata da X.

In particolare per » = 1 si ha:

Affinché il reticolo delle sottoalgebre di wnwalgebra (M, Q) sia modulare
¢ sufficiente che sia soddisfatta la seguente condizione:

Per ogni coppia A e B di sottoalgebre di (M, Q) ¢ per ogni elemento ¢ della
sottoalgebra generata da A ¢ B, esistono a €A ¢ b €B tali che la sottoalgebra
genervata da due qualungue dei tre elementi a, b, c contiene il terzo.

(3) Kurosh [5] p. 164.
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6. Consideriamo infine due casi particolari nei quali le condizioni 1) e
2) del teorema del n. 5 sono verificate.

a) § sia una famiglia di sottogruppi di un gruppo G. Inoltre suppo-
niamo che:
1) § sia un sistema di chiusura su G.
2") Da A€§ e B€eF segua AB = BA €5.
In queste ipotesi si ha F(A UB) = AB e quindi per ogni c€ F(AUB) =AB
esistono ¢ € A e 5 € B tali che si ha

c=ab€F({a,8}) , a=ct'€F{b,c}) , b=alceF ({c,a})

e quindi sono verificate le condizioni 1) e 2) del teorema del n. 3.

Notiamo che le condizioni 1') e 2') sono verificate in particolare quando &
¢ la famiglia di tutti i sottogruppi normali di G, e sono verificate anche
quando § ¢ la famiglia di tutti i sottogruppi di un gruppo quasi-hamiltoniano.

b) § sia una famiglia di congruenze di ww'algebra (M , Q). Inoltre
supponiamo che:
1) & sia un sistema di chiusura su M?,
2’y Da A€F e BeF segua AB = BA€F.

In queste ipotesi si ha F(AUB)=AB e quindi per ogni (a,¥b)€
€ F(A UB) = AB esiste x €M tale che si ha (¢, x) €A e (x, 6) € B. E poiché
la congruenza minima della famiglia § che contiene due delle tre coppie
(@,6),(a,x) e (x,8) contiene anche la terza, si ha

(@,8) €F({(a, %), (x,8)) , (a,%) €F({(@,8),(x,8)) , (x,8)eF({(a,2),(a,5)})

e quindi sono verificate le condizioni 1) e 2) del teorema del n. 3.

Notiamo che le condizioni 1"') e 2'") sono verificate in particolare quando
la famiglia § ¢ I'insieme di tutte le congruenze di un’algebra a congruenze
due a due permutabili. Pertanto da quanto sopra segue il noto teorema:

Se le congruenze di un’algebra sono due a due permutabili, allora il
reticolo delle congruenze di detta algebra & modulare 4,
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