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Algebra. Su  certe famiglie di relazioni n—arie invarianti di 
un'algebra. Nota di G iovanni DAn to n i , presen ta ta0  dal Corrisp. 
G. Z appa .

Summary. — Two theorems are proved. The first theorem is a necessary and sufficient 
condition in order that a family of n-a.ry relations on a set M be the family of the n—ary 
invariant relations of some algebra of base set M. The second theorem is a sufficient condition 
in order that a family of ?z~ary invariant relations of an algebra be a modular lattice.

In  questo lavoro dim ostriamo due teoremi sulle relazioni ^ -a rie  invarianti 
di u n ’algebra.

Il primo teorem a è enunciato nel n. i ed è dim ostrato nei nn. 2, 3; in 
esso si dà una condizione necessaria e sufficiente affinché una famiglia di 
relazioni ^ -a rie  definite su un insieme M sia la famiglia di tu tte  e sole le 
relazioni ^ -a rie  invarianti di una  qualche algebra avente M come sostegno.

Il secondo teorem a è enunciato e dim ostrato nel n. 5; in esso si dà una 
condizione sufficiente affinché una famiglia di relazioni n—arie invarianti di 
u n ’algebra sia un reticolo m odulare.

i. Sia M un insieme non vuoto, sia R una relazione ^ -a r ia  (n~> 1) non 
vuota definita su M, sia co una operazione algebrica m—aria (m >  o) definita 
pure su M. Chiam eremo prodotto di co per R, e lo indicheremo con coR, la 
relazione ^ -a r ia  definita nel seguente modo:

(ax , a2 , - • - , an) e coR 

allora e solo quando esistono m  elementi di R, distinti o no,

(aix , ai 2 , • • •, aiH) e R  {i =  1 , 2 , • • •, m)
tali che sia

aj =  axj a%j- • • amj co per j  =  1 , 2 , • • •, n .

Per m  =  o, detto a l’elemento che corrisponde all’operazione nullaria 
co (co =  a), poniam o

coR =  { (a , a , • • •, a) } .

Definiamo il prodotto coR anche nel caso di R  vuota, ponendo 

co0 — 0  se è w  >  i

co0 =  {(a , a , d)} se è m =  o ed co ■= a . (*)

(*) Nella seduta del 13 dicembre 1969.
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Osserviamo che se S è u n ’altra relazione ^ -a ria  definita su M, allora 

da R Ç S  segue coRÇ coS .

Diremo che la relazione R è invariante rispetto alla operazione co quando 
si ha

coRÇ R .

Sia A =  (M , Q) u n ’algebra avente M come sostegno ed fi come sistema 
di operazioni. D iremo che una relazione n—aria R definita su M è una rela­
zione n-aria invariante dell’algebra A =  (M , fi) d) quando R è invariante 
rispetto ad ogni operazione del sistema Q, cioè quando si ha

coRC R per ogni co G fi.

Premesso quanto sopra, ci proponiam o di dim ostrare il seguente teorema.

Sia  M un insieme non vuoto\ sia n un intero positivo; sia una fa m i­
glia di sottoinsiemi di MS contenente come elemento (M^ G dl^). Per ogni, 
X C M.n indichiamo con R (X) Vintersezione di tutti gli elementi della famiglia  
cìt^ che contengono X come sottoinsieme.

Condizione necessaria e sufficiente affinché cït^ sia la famiglia di tutte 
(e sole) le relazioni n-arie invarianti di una qualche algebra avente M come 
sostegno, è che

1) fa™ sia un sistema d i chiusura algebrico su M.n .
2) Per ogni sottoinsieme finito  XyC M ” e per ogni y  G R (Xy) esista una 

operazione algebrica co definita su M tale che

y  G co Xy

coR C R per ogni R G oR/A

2. Dimostriamo che le condizioni 1) e 2) sono necessarie. Sia A  =  (M , fi) 
u n ’algebra avente M come sostegno ed fi come sistema di operazioni, e sia 
&(n) la famiglia di tu tte e sole le relazioni /z-arie invarianti dell’algebra
A =  (M i Q). '

a) è un sistema di chiusura su MA Infatti, dalla definizione di
relazione ^ -a r ia  invariante di A  segue subito che è M* G oR )̂ e che è
chiusa rispetto all’intersezione.

b) Per' ogni operazione nullaria co =  a del sistema fi consideriamo 
la ^ -u p la  (a , a , • • •, a) e indichiam o con Z l’insieme delle n-upìe  così otte­
nute. Indichiam o inoltre con Di l’insieme delle operazioni di fi che hanno 
arità >  i .

Per ogrp X C M ” consideriamo la relazione ^ -a ria  H (X) definita nel 
seguente modo:

co
H ( X ) = u H j  , H 0 =  X u Z  , H i+1 =  H * u [  U w H J .

k — 0 co €r Qx

(1) Per questa definizione e per i suoi vari aspetti vedasi Dantoni [3] e particolarmente 
le pp. 199-200.
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c) Proviamo ora che è

(1) H (X) =  R (X)

proviam o cioè che H (X) è l’intersezione di tu tte  le relazioni n - arie invarianti 
dell’algebra A  =  (M , Q) che contengono X come sottoinsieme.

Proviam o anzitutto che H (X) è una relazione invariante di A, cioè che

(2) coH (X )Ç  H (X) per ogni co e Q.

Infatti, se H (X) è vuota allora Z è vuoto, quindi in Q, non ci sono 
operazioni nullarie, quindi si ha coH (X) =  0  Ç H (X) per ogni co e Q, e 
quindi la (2) è vera.

Sia ora H (X) non vuota, sia co u n ’operazione m -a r ia  di £ì, e sia

(al 9  a2 , - - - , a M) e  coH(X).

Se è m  =  o (ed co = . a) allora si ha  coH (X) =  {(a , a , a)}C Z Ç  H (X), 
e quindi la (2) è vera.

Sia m~> i. Per la definizione di prodotto coH (X) esistono m  elementi

(pu , %2 > * * * > O  e H (X) (i =  i , 2 , • • •, m)

tali che

(3) =  a\j a2j- * 'amj  co per j  =  1 , 2 , • • •, n  .

00

E poiché è H (X) =  U con HoÇ H iC  H 2 C • • •, si ha  che esiste un
k=0

intero k  tale che per i =  1 , 2 , • • •, m  è

(Pi i > ì * ' * > &in) ^

e quindi per le (3) risulta

(p\ j ^2 > * * * ì &n) ^ ^  .

M a per la definizione di H^+1 si ha coH^Ç H^+1 e quindi risulta

00

(«1, «2 »•••»«*) 6 Ĥ +iC u m = H (X)
À = 0

e quésta prova che è coH (X )Ç  H (X). Con ciò la (2) risulta p rovata in tu tti 
i casi.

Poiché H (X) è una relazione ^ -a r ia  invariante dell’algebra A  e contiene 
X come sottoinsieme, per provare la (1) basterà provare che se H ' è u n a  qua­
lunque relazione n-sris. invariante di A  che contiene X come sottoinsieme, 
allora si ha  H ( X ) C H ' .

Infatti, da c o H ' CH'  per ogni co 6 Q segue Z Ç H '  e quindi, essendo 
anche X Ç H ' ,  si ha  Ho =  X u Z C H ' .  Inoltre, supposto si ha
coH^ÇcoH' ÇH'  per ogni co e £ì, e quindi è anche H^+iÇHP.  D a ciò segue

00

che è m ç  H ' per k =  o , i , 2 , • • • e quindi H (X) =  U H*C H '.
t 0
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d) Proviamo ora che il sistema di chiusura è algebrico. Dobbiam o 
dim ostrare che per ogni X Ç M ” e per ogni y  e R (X) esiste un sottoinsieme 
finito Xy di X tale che si ha  y  € R  (Xy).

L a proprietà è vera per ogni y  e Ho — X (jZ  perché se è y  e X  basta 
porre Xy =  {y},  e se è y  G Z allora in Q c’è una operazione nullaria co =  a 
tale che y  =  (a , a , • • •, a) e quindi, detto Xy un qualunque sottoinsieme 
finito di X si ha y  — (a , a , • • •, a) e coXyÇ R (Xy).

Supponiam o ora che la proprietà sia vera per ogni elemento di e 
proviam o che è vera anche per ogni elemento di H^+1. Infatti, da y  e H^+1 
segue che o è y  E H À ed in questo caso la proprietà è vera per ipotesi, oppure 
è y e c ù per qualche co € Q i. In  questo caso, detta m  la arità di co, si ha 

i e da y  e coH^ segue che esistono m  elementi di

ĈVl ? &Ì2 > ’ * ' ) %tn) ^  ̂ > 2 , * • * , TU)

tali che posto

y  =  ( y i > y 2 y „ )
si ha

yj  =  Z i y i s '  * <*> per j  = 1 , 2 , • • •, n

e quindi risulta

(4) y  e co , z 2 ,-- -, ^OT} C R  ({^1 , z 2 ,-- ■, zm}) .

E poiché la proprietà è vera per gli elementi di si ha  che in corri­
spondenza di ciascuno degli elementi esiste un sottoinsieme finito X ^  di 
X tale che si ha

Zi e R (X/0) O' =  I , 2 ■ - , m ) .
Poniam o

xf = x f  u x f  u • • • u
D a X /V  Xy segue R  (Xy^)Ç R  (Xy) e quindi si ha z,- e R  (Xy!))C  R (Xy), 

e quindi {z1 , z 2 , • • •, zm}C R (Xy) da cui segue R {{z1 , z 2 , - - - ,  zmj) C R  (Xy) 
e quindi per la (4) si ha  y  E R  (Xy) e questa prova che la proprietà è vera 
per ogni y  G H^+i . Con ciò risulta dim ostrato che la proprietà è vera per 
ogni y  € R  (X).

e) Proviamo infine che per ogni X  Ç M.n e per ogni y  € R  (X) esiste 
una operazione algebrica co definita su M tale che

y  e coX ed coRC R per ogni R € c&n\

L a proprietà è vera per ogni y  € Ho =  X UZ perché se è y  e X basta 
considerare come co l’operazione unaria  identica, e se è y  € Z allora in Q c’è 
una  operazione nullaria co =  a tale che y  — (a , a , • • •, a) e quindi basta  
considerare come co l’operazione co — a.

Supponiam o ora che la proprietà sia vera per ogni elemento di H^ e 
proviam o che è vera anche per ogni elemento di H^+1. Infatti, da y  e Hk+i
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segue che o è y  e e in questo caso la proprietà è vera per ipotesi, oppure 
è y  6 co' YLk per qualche co'G Q i. Esam iniam o questo secondo caso.

D etta m  la arità di co', si ha m >  1 e da y  € co' segue che esistono 
m  elementi di

Ĉ Vl > %i2 > * * * > % in) ^ f ) 2- , • * • , 771}

tali che posto

y  =  O i , y* »• • - , jn)
si ha

(5) Vj =  z i j z2j' ■■Zmjf*' per j  =  i , 2 , • • • , » .

Poiché la proprietà è vera per gli elementi di H^, in corrispondenza di 
ciascun elemento Zj esiste una operazione co,- definita su M tale che

Zi e co,- X ed co,- R Ç  R per ogni R e

D etta ni la arità della operazione co,-, dalla #,-e co,-X segue che esistono
%  elementi di X

( 6 ) x f *  =  ( X r ì  , X r l  , • • • ,  x % )  e  X ( r  =  i  , 2 , • •■ • ,  % )

tali che

( 7 ) Z i j  =  x i ) x 2 j -  ■ - x (y

Dalle (5) e (7) segue

/ Q \  (1) (1) (1) (2) (2) (2) (ni) (ni) (ni)(8) yj  =  x\ j  x\*j • • -Xnlj CO! x \j  x\} • • -xVj co2 • • - x \ /  x \ j  • • - x \ J  cow co'.

Poniam o ora t =  n± -fi n 2 +  • • • +  nm e consideriamo l’operazione ^-aria 
co definita su M da

(9) *1*2- * ' x t =  x l x 2 '  * - ^ C Ù i ^ + i ^  + 2- ' C02- • - X t _ n m + 1 - • 'X t (ùm ( ùf.

Si ha y  G co X per le (6) e le (8). Proviam o che è coR C R per ogni R  e cR ^. 
Infatti, sia (a\ , <22 , • • •, a^) e coR. D a questa segue che esistono t  ele­

m enti di R

(10) 4 ° =  (4 i , b(r l , • • •, 4 ») e R (r =  i , 2 , • • •, n{ ; i =  i , 2 , • • •, m)

tali che si ha

(11) a}-=  bf) b$ • • • b% <*x b ^ b fj. .. e  6>a • • • 4 7  4 7  • • • 4;V 01'

C/ =  i , 2 , • • •, n).
Dalle (io) e dalle co,- R C R segue

(̂ 11 2̂1 ' • • &V-1 , b\ì $22 ' • • ì • * ' > bìl $22 * • • bnìn <ùì) L R.

D a queste e dalle ( n ) ,  tenendo presente che è co' R Ç R  perché co'e Q i, 
segue (ax , a2 , • • *, an) e R e quindi è coRC R per ogni R e ^ n).
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Con ciò risulta dim ostrato che le condizioni 1) e 2) del teorem a enunciato 
alla fine del n. 1 sono necessarie.

3. Dimostriamo ora che le suddette condizioni 1) e 2) sono sufficienti. 
Sia M un insieme non vuoto; sia n un intero positivo; sia $L(w\u n  sistema 

di chiusura algebrico su M n. Per ogni XCIVT indichiam o con R (X) l’in ter­
sezione di tu tti gli insiemi del sistema cH(n) che contengono X come sottoin­
sieme e supponiam o che per ogni sottoinsieme finito X j C M n e per ogni 
y  e R ( X f )  esista una operazione algebrica co definita su M tale che

y  € coXy ed o R C  R per ogni R e

Indichiam o con Ü l’insieme di tu tte  le operazioni algebriche co definite 
su M che soddisfano alla condizione

coRC R per ogni R e

L ’insieme Q non è vuoto perché contiene tu tte  le operazioni unitarie. 
Consideriamo l’algebra A  =  (M  , O) che ha M come sostegno ed Q, come 

sistema di operazioni. Indichiam o con l’insieme di tutte le relazioni 72-arie 
invarianti dell’algebra A  e osserviamo che è

(12)

Per ogni X Ç M ” indichiam o con R (X) l’intersezione di tu tti gli insiemi 
della famiglia che contengono X come sottoinsieme. Dalla (12) segue

(13) R (X) C R (X) per ogni X Ç M ”.

Sia ora Xy un  sottoinsieme finito di M* e sia y  un elemento di R  (Xy). 
Per ipotesi esiste una operazione algebrica co definita su M tale che

y  e cù X f  ed co R C  R per ogni R  e

D alFukirpa segue che è u e ü  e quindi (n. 2 c, b)

»*/ : r (xy
e quindi si ha y  6 cùXf C R (X /); cioè da y  e R (X7) segue y  e R (Xf ) e 
quindi si ha R ( X y ) C R ( X y ) ,  da cui per la (13) segue

(h ) R (x7) =  r ( x y .

Sia infine X un qualunque sottoinsieme di MA Poiché R  (X) ed R (X) 
sono entram bi operatori di chiusura algebrici, il primo per ipotesi e il secondo 
per il n. 2, si ha

R (X) =  U R (Xf)  , R (X) =  u R  (Xy)

32. — RENDICONTI 1969, Vol. XLVII, fase. 6.



462 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. XLVII -  dicembre 1969 [182]

dove l’unione si intende estesa a tu tti i sottoinsiemi finiti X f  di X. D a queste 
e dalla (14) segue

R (X) =  R (X)

quindi è cJl(̂  — cioè è la famiglia di tu tte  le relazioni n-axie in­
varianti dell’algebra A  =  (M , fi).

4. a) Per n — 1, nel teorema del n. 1 la condizione 2) è superflua perché 
una operazione come la cù esiste sempre.

Infatti, sia Xy un  sottoinsieme finito di M e sia y  e R (X y). Indichiam o 
con x i , %2 , • • •, x m gli elementi di X / e consideriamo l’operazione 72-aria co 
definita su M nel seguente modo

xi X2 - • *xm co =  y

ai a2‘ • • amcù =  a± per ogni (a i , a2 , • • •, am) =j= ( x i , X2 , • • •, #,„) .

Si ha subito che la co soddisfa alla condizione 2), cioè si ha y  e coXy ed 
coR C R per ogni R € gH(1).

Poiché le relazioni unarie invarianti di u n ’algebra sono le sue sottoal­
gebre, da quanto sopra segue il noto teorema:

Affinché un sistema eft di sottoinsiemi di un insieme M sia la famiglia 
delle sottoalgebre di una qualche algebra occorre e basta che % sia un sistema 
di chiusura algebrico (2>.

b) Per n  > 2  invece la condizione 2) non è superflua. Per esempio, 
per n ~  2, il sistem a di tu tte  le relazioni di equivalenza definite su M è un 
sistem a di chiusura algebrico su M 2, m a non esiste u n ’algebra A  =  (M , O) 
avente come relazioni binarie invarianti tu tte  e sole le relazioni di equivalenza 
definite su M. Infatti, se una tale algebra A  =  (M , fi) esistesse, allora dette Ei 
ed E2 due qualunque relazioni di equivalenza definite su M, esse sarebbero 
relazioni binarie invarianti di A, quindi il prodotto Ei E2 sarebbe una rela­
zione binaria invariante di A, quindi, per l’ipotesi fatta, detto prodotto 
E i E 2 sarebbe una relazione di equivalenza e quindi risulterebbe Ei E 2 =  E 2 Ei; 
cioè 'due qualunque relazioni di equivalenza definite su M risulterebbero per­
m utabili, e ciò non è vero.

5. D im ostriam o ora una condizione sufficiente affinché una famiglia di 
relazioni ^ -a rie  invarianti di u n ’algebra sia un reticolo modulare.

Sia  (M , Q) un'algebra avente M come insieme sostegno ed Q come sistema 
di operazioni. Sia n un intero positivo e sia una fam iglia d i relazioni n-arie 
invarianti dell'algebra ( M , O) contenente M n come elemento (M n e 3 ). Per ogni

(2) Birkoff and Frink [1 ]; Schmidt [6]; Cohn [2] p. 81; Grätzer [4] pp. 47-48.
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X Ç M* indichiamo con F (X) Vintersezione di tutti g li insiemi di C che con­
tengono X come sottoinsieme e supponiamo che\

1) S' sia un sistema di chiusura suM .n.
2) Per ogni A  e $  , B e $ e c e  F  (A (jB ) esistano a e A e. be  B tali

che sia
c t ¥ ( { a , b } )  , a e ¥ { { b , c } )  , b e ¥ { { c , a } ) .

In  queste ipotesi S è un reticolo modulare rispetto alV intersezione A e 
alVunione V così definite:

(15) A A B - A n B  , A V B  =  F ( A u B ) .

Infatti, poiché F  è un sistema di chiusura esso è un reticolo rispetto 
airintersezione A e alhunione V definite dalle (15). Dim ostriam o ora che 
detto reticolo è m odulare.

Supponiam o che in S  esistano tre elementi A  , B , C tali che sia

A  C C  , F ( C U B )  =  F ( A u B) , C f ì B  =  A n B

e dim ostriam o che da queste segue A  =  C. Infatti, per ogni c eC  si ha

c eC  =  F  (C) C F ( C u B )  == F  (A U B ) .

Da  £ g F ( A . u B )  per la 2) segue che esistono a e A e b e  B tali che 
si ha

c e F  ({a , b}) , a e F  ({b , c}) , b e  F  {{c , a})

E poiché è a e A C  C, si ha a e C e quindi F({^:, a}) C F(C) =  C, quindi è 
b e F  ({c , a}) Ç C, quindi è b e C, quindi è ^ e B f i C  =  A n  B, quindi è b e A, 
quindi si ha

c e F ( { a , b } )  C F ( A )  =  A ;

pertanto da c e C segue c e  A, cioè si ha  C C A , da cui per la A  C C  segue 
A — C.

Dalla proprietà dim ostrata, tenendo presente le (15) segue <3> che il reti­
colo S  è m odulare.

Osservazione. -  Se S è la famiglia di tu tte le relazioni ^ -a rie  invarianti 
dell’algebra, (M  , Q) allora la condizione 1) è certam ente soddisfatta; inoltre 
in questo caso, per ogni X Ç M "  la relazione ^ -a r ia  F (X ) è la relazione 
H (X ) definita nel n. 2 b) e che possiamo chiam are la relazione n—aria inva­
riante dell’algebra (M , Q), generata àa. X.

In particolare per n . =  1 si ha:
Affinché il reticolo delle sottoalgebre d i un'algebra (M , Q) sia modulare 

è sufficiente che sia soddisfi atta la seguente condizione'.
Per ogni coppia A  e B di sottoalgebre di (M , £ì) e per ogni elemento c della 

sottoalgebra generata da A  e B, esistono a £ A. e b e  B tali che la sottoalgebra 
generata da due qualunque dei tre elementi a , b , c contiene il terzo.

(3) Kurosh [5] p. 164.
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6. Consideriamo infine due casi particolari nei quali le condizioni 1) e 
2) del teorem a del n. 5 sono verificate.

a) W sta una fam iglia d i sottogruppi di un gruppo G. Inoltre suppo­
niamo che:

l') et sia un sistem a di chiusura su G.
2’) Da A  e et e B e $  segua AB =  BA e et.

In  queste ipotesi si ha F (A (jB ) =  AB e quindi per ogni r e F ( A u B )  = A B  
esistono a e A  e b e  B tali che si ha

c =  ab e F  ({a , b} ) , a =  cb~x e F  {{b , c}) , b =  a~l c e F  (fc , a})

e quindi sono verificate le condizioni 1) e 2) del teorem a del n. 5.
Notiam o che le condizioni 1') e 2 r) sono verificate in particolare quando et 

è la famiglia di tu tti i sottogruppi norm ali di G, e sono verificate anche 
quando et è la famiglia di tu tti i sottogruppi di un gruppo quasi-ham iltoniano.

b) et sia una fam iglia di congruenze di un'algebra (M , O). Inoltre 
supponiam o che:

1") $  sia un  sistem a di chiusura su M 2,
2") D a A  €  et e B € et segua AB —  BA e et.

In  queste ipotesi si h a  F  (A U B) =  AB e quindi per ogni (a , b) e 
e F  (A u  B) =  AB esiste x e M  tale che si ha (a , x) e A  e (x, b) e B. E poiché 
la congruenza m inim a della famiglia %■ che contiene due delle tre coppie 
(a , b) , (a , x) e (x , b) contiene, anche la terza, si ha

(a , b) e F({(<2, x ) , (x, b)}) , . (a,x)  e F({(a, b) , (x,b)}) , (x, b) e F({(a,x) , (a, b)})

e quindi sono verificate le condizioni 1) e 2) del teorem a del n. 5.
Notiam o che le condizioni 1 ") e 2") sono verificate in particolare quando 

la famiglia et è Pinsieme di tu tte  le congruenze di u n ’algebra a congruenze 
due a due perm utabili. Pertanto da quanto sopra segue il noto teorema: 

Sé le congruenze di u n ’algebra sono due a due perm utabili, allora il 
reticolo delle congruenze di detta algebra è m odulare <4h

B ib l io g r a f ia .
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