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Matematica. — Sugli isomorfismi reticolari di P S L  ( 2 , ^ ) .  N ota  
di C l a u d i a  M e t e l l i ,  p resen ta ta  n  dal Socio G . S c o r z a  D r a g o n i .

Summary. — In this paper we prove that the simple groups PSL (2 , p f )  (p a prime, 
p f  > 4) are strongly lattice determined.

Un gruppo G si dice individuato reticolarmente in senso stretto se ogni 
isomorfismo reticolare di G su un gruppo Gì è indotto da un isomorfismo 
gruppale.

In [3] è stato dimostrato che i gruppi semplici non abeliani PSL (2 , p) 
(p primo >  3) sono individuati reticolarmente in senso stretto; scopo della 
presente Nota è di generalizzare il risultato ottenuto ai gruppi semplici non 
abeliani PSL (2 , p f )  (p primo, p f  >  4) se /  >  1.

In [3] è anche stata dimostrata, valendosi di una caratterizzazione di 
Brauer, Suzuki e Wall [1], la seguente

P ro p o s iz io n e  i : Se il gruppo G  ̂ PSL (2 , pf)  (p  prim o , p f  >  4) è 
reticolarmente isomorfo a un gruppo G ì, allora G è isomorfo a G ì.

Per dimostrare che PSL (2 , p f)  è individuato reticolarmente in senso 
stretto, sarà dunque sufficiente provare il seguente

TEOREMA. Ogni automorfismo reticolare di G =  PSL (2 , p f ) è indotto da 
uno (e un solo) automorfismo di gruppo.

i. Richiamiamo alcune informazioni sul gruppo G =  PSL (2 , p f)  <D. 
a) Consideriamo il gruppo G =  PGL (2 , p f)  delle trasformazioni 

lineari fratte x  -> ^  con a , b , c , d  e G F (pf) ed a d — be =j= 0.

Come è noto, G è il sottogruppo di G costituito dalle trasformazioni per 
cui a d — bc è un quadrato in GF (pf); dimodoché [G : G] =  2 se p  =j= 2, 
[G : G] =  i se p  =  2.

G si può rappresentare fedelmente come gruppo di permutazioni sull’in­
sieme O — GF (pf) U {c>o}, associando ad ogni trasformazione x  -> — \  laex +  a
permutazione | ,  r E  O, dove per Pelemento 00 si seguono le conven-

\ c x - \ - d j
zioni usuali; in tale rappresentazione anzi G è esattamente 3-transitivo, 
mentre G (quando non coincide con G) è 2-transitivo. U na rappresentazione 
equivalente per G si ottiene prendendo come insieme di oggetti l’insieme Q 
degli stabilizzatori in G degli elementi di Q. (*)

(*) Nella seduta del 13 dicembre 1969.
(1) Per tutto questo paragrafo si può fare riferimento a [2], cap. II.
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b) Sia k =  MCD (2 , f i f — 1). Se Gw è lo stabilizzatore, in G, di w  e £2, 
risulta I Gw | =  Pf  |—— ; e anzi, se un sottogruppo di G ha tale ordine,

esso è lo stabilizzatore in G di un oggetto di £2; inoltre N g (G„,) =  Gw.
Se u , v sono elementi distinti di £2, lo stabilizzatore GUlV =  G ,n G „  

è ciclico di ordine (p i— i)/k, e ogni sottogruppo ciclico di tale ordine è lo 
stabilizzatore di due oggetti distinti di £2.

Gli stabilizzatori di tre oggetti distinti di Ü sono invece sempre identici.
Infine il normalizzante N G (GUiV) è un gruppo diedrale di ordine 2 (pf— i)]k 

che indicheremo con DUtV.

2. Sia A il gruppo degli automorfismi di G, A* il gruppo degli automor- 
fismi reticolari di G. Dal fatto che G è un gruppo semplice non abeliano, 
segue che ogni automorfismo reticolare è indotto al più da un automor- 
fismo di ^gruppo ; previe ovvie identificazioni, possiamo dunque scrivere 
A L A 2 G 3 G.

Relativamente alla struttura di A, ricordiamo che | A | = / | G | ,  ed 
anzi ogni elemento cp di A si fattorizza nel prodotto xß di un elemento x  di 
G per un automorfismo ß, indotto su G da un automorfismo ~ß del corpo 
G F (pf)  [4].

P ro p o s iz io n e  2: A* si può rappresentare fedelmente come gruppo di 
permutazioni su Q =  {Gx \ x  e £2}, e risulta anzi j - transitivo su £2.

G è semplice, quindi ogni automorfismo reticolare di G conserva gli indici 
dei sottogruppi [5]; da ciò, e dal punto b) del paragrafo precedente, segue 
che ogni t  e A* induce una permutazione su £2.

Per dimostrare che se r  induce su £2 la permutazione identica allora 
t  =  i, possiamo valerci dell’esistenza in G di una partizione [2] in sotto­
gruppi disgiunti (rispettivamente ciclici di ordine (pi-— i)jk, ciclici di ordine 
(pf +i)jk ,  e abeliani elementari di ordine p i), dimostrando che t  m uta in 
sè ogni demerito di questa partizione e ogni suo sottogruppo.

Se Gw = '.G„ per ogni w  e £2, allora anche (Gug % =  (Gu fi G„)T =  
=  (G„)Tn ( G„y =  Gun G v =  GUtv, ossia t  fissa tutti i sottogruppi ciclici di 
ordine (pi— i fk,  e quindi ogni loro sottogruppo. Inoltre I)Ui!, =  (DUtg ,  di­
modoché t  fissa anche tutti i sottogruppi di ordine 2 di G <2>, e tutti i sotto­
gruppi diedrali di G.

Sia H un sottogruppo di G di ordine (p i+ i ) / k ;  NG(H) è diedrale di 
ordine 2 (p l+ i ) /k  [2]; allora t  fissa N G (H) e quindi H.

Quanto ai sottogruppi abeliani elementari di ordine p f, ciascuno di essi 
è contenuto in uno e uno solo dei G*, ed è quindi fissato da t. Rimane da 
provare che t  fissa ogni sottogruppo di ordine p.

Se p  — 2„ ciò risulta dalle considerazioni precedenti.

(2) Infatti sia i =|=^e G, =  i, g  =  {u , v) {w , z) - • • . ( « , » ,  w , z  e£ì) nella sua 
fattorizzazione in cicli disgiunti; allora Q ) =  NG n N G .
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Se p  >  2, sia M un sottogruppo abeliano elementare di G di ordine p f , 
ed h un suo elemento diverso da* 1. Dimostreremo che t  fissa il sottogruppo 
ciclico generato da h .

I) Sia p  >  3. Cominceremo col provare che (ti) C K C G, con
K ~ PSL (2 ,p), A questo scopo, consideriamo il sottogruppo K =  (h , t , g) C G 
dove / è un elemento di N q((^)) di ordine {p — i)/2, e g  è un’involuzione 
di Ng ((£)) ma Da [2], Lemma 8.26, sappiamo che risulta o
K ~  PGL (2 , p m) oppure K ~  PSL (2 , p m), con m  < / .  Si tratterà dunque 
di dimostrare che si possono scegliere / e g  in G in modo che m  =  1.

Poiché G è 2-transitivo, possiamo limitarci al caso che sia h e Goo , /e G 0,oo; 
proviamo che, per un ’opportuna scelta di g , l’insieme F =  {00 , o , h (o) , • • •
• • - , hp~x (o)} C O è una classe di transitività per K. Essendo h di ordine p, 
e h (00) =  00, è h ( r )  =  T ; inoltre t (o) =  o , t (00) =  00 , / g N g  ((A)) da 
cui t (hs (o)) =  K  (t (o)) — K  (o), e dunque anche / (F) =  T. Per procedere 
alla scelta di g, ricordiamo che h è una sostituzione del tipo x  -> x  +  b (p 4= °)-
Sia allora g  : x  - > ------- ; g  è un ’involuzione di G, g  (00) — o, e se hs (o) =J= o,

._ 2̂ ,
g  (hs(p)) =  — ~  =  — bs~x ~  hs (o), dimodoché g(F)  = ' I \  Dunque F è classe

di transitività per K, per cui m  =  1, e (ä)C K  ^  PSL (2 , p) C K ; anzi, 
<A> =  Goo O K.

Poiché t  fissa tutti i sottogruppi ciclici di G di ordine (p±. i)/2, t  fissa 
K (che è generato da due tali sottogruppi); allora (A)T — (G ^piK ^ — 
=  Gj0n E T =  G00n K  =  (A), c.v.d.

II) Sia infine p ■= 3, e costruiamo di nuovo il gruppo K. Qui PJ,~1)I2 =
=  t =  i, perciò K =  (A ,'£■) ; K è ancora rappresentabile come gruppo
di permutazioni sull’insieme F =  {00 , o , A (o) , A2 (o)}, anzi è isomorfo al
gruppo alterno A (4) su F, essendo la rappresentazione fedele (risulta infatti 
dal n. i.b che due elementi di G che agiscano allo stesso modo su tre oggetti 
di Q coincidono). E

(h) =  K n  Goo ; A (4) ~  KT =  (A)T U (g)x =  (A') U {g) =  (A', g) ;

(h!) =  (A)T =  (K D Goo)T =  KT n  Goo per cui A'(00) — 00 .

Inoltre, dato che t  fissa i sottogruppi di ordine 2 di G, sarà k r g k '”1 e K, e 
quindi ad esempio h' gh’”1 (00) =  b <3>; allora h'~xgh! (oô j =  — b) e

h ’ (o) — h ’ g  (00) =  h ’ g h ^ 1 (00) =  b 

A'“ 1 (o) =  A'“ 1 g  (00) == h~x gh’ (00) =  — b da cui h ’ (— b) =  o

e A', operando come A su {00, o , b}Q  O coincide con Dunque {h)x =  (A).
A* è dunque rappresentabile come gruppo di permutazioni su Q; per 

provarne la 3-transitività, basterà individuare un suo sottogruppo che goda

(3) L 'altra alternativa, cioè h! gh! 1(oo) = — b, porta ad analoghe conclusioni.
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di tale proprietà. A* contiene G, che si rappresenta quindi fedelmente come 
gruppo di permutazioni su Ü; per riconoscere che in tale rappresentazione G 
è 3-transitivo, dimostriamo che essa è equivalente alla rappresentazione di G 
su Q introdotta nel n. 2.b).

Se k e G, indichiamo con lo stesso simbolo k la permutazione ( x )
\k (-T) J

corrispondente a k  nella rappresentazione di G su O; e sia k =  ( G*_^
__ \kGx k j

la permutazione corrispondente a k  nella rappresentazione di G su Q. Allora

se h , k E G, kk =  h-'r, se per di più è h =(= k, allora ( G* ^  4= ( ' G*
\kGx k J 1 \hGx h ) '

Dall’eguaglianza infatti segue (hr1 k) G*(hr1 k y 1 =  G* per ogni # di fi, da 
cui h ^ k  E n  N Ö(GÄ) =  f ) G , =  i,  c.v.d.

3. Dalla 3-transitività di A* consegue immediatamente 

P ro p o s iz io n e  3: A* =  GA*l oo , A =  GAo,i>00 (4)

e ciò ci consente di ricondurre la dimostrazione della A* =  A alla

Ricordiamo a questo punto che gli elementi di Ao.i.oo sono proprio gli 
automorfìsmi indotti su G dagli automorfìsmi di GF (pf). Costruiremo ora 
una corrispondenza biunivoca tra  l’insieme degli automorfìsmi di GF (pf)  
ed Ao.i.oc.; la; quale, unita alla Ao,ilCO D Ao,iiCO, porterà alla conclusione che
A 0,1,00 — Ao3i ,oo e quindi alla dimostrazione del Teorema.

Per ogni a e Ao, 1,00, sia oc la permutazione degli elementi di Ü 
( =  G F (pf-) u  {00}) definita da (G*)a =  Gxü . Poiché oc (od) =  00, a induce sul 
corpo una biiezione che indicheremo ancora con oc. Essa fissa gli elementi 
0 , 1 ;  nostro scopo sarà dimostrare che oc è anche un automorfismo di G F (pf); 
ossia prqvare che, se u, v e  GF (pf)  risulta G(b+b)5 =  G ^ , e G(iw)5 =  G ^ .

P ro p o s iz io n e  4: oc subordina Videntità sul sottocorpo fondamentale GF (p) 
di GF (pf).

Per p  =  g, l’affermazione è vera.
Se p  =  3, si tratterà di dimostrare che (G_i)a =  G_x.
A questo scopo, consideriamo il sottogruppo K =  ( h yg) — A (4) 

(ved. Prop. 2), dove questa volta b =  1, ossia h : x  -> x + 1, g  : x  - > — (i/at). 
Allora K a -  A (4), Ka -  (h)a U ( g ) a =  (h') U (g!) con (hr) C G ^ , 

G D0,00, per cui h ! : x  -> x  +  b, g r : x->  — (c2/x). Quanto alle altre due 
involuzioni di K, era h ^ g h  E D0,i , hgfc^E D1ì0Q; quindi per i sottogruppi

(4) Indichiamo per brevità con AÏ (con A x) lo stabilizzatore in A* (in A) dell’elemento 
Gx di ossia l’insieme degli automorfìsmi a di A* (di A) per cui (G*)a =  G*.
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di ordine due di Ka potranno verificarsi due casi:

I) (h'-'g'h.') =  e { h 'g 'h '-1) C D !,» ,  e allora

i =  h 'g ' h'~x (co) =  h 'g ' (00) =  h' (o) =  b 

i =  h - xg ' h' (o) =  h'~x g ' (b) =  h'~x (— c*\b) =  — fifb —  b 

da cui c2 =  b — i, e h =  h \  g  — g'\

II) (h~xgh)« =  {h'g' h'~x) CD o.i, (h'~xg'h') CDi.oo, e allora

i — h'~x g'h ' (06) =  h'~xg'  (00) =  A'” 1 (o) =  — b 

i =  h'g'h'~x (o) =  h'g' (— b) =  A' (<*/*) =  c*/b+b

da cui h — — i, — i e h !~  d*,g — g ’.
In ogni caso dunque Ka =  K; ma allora i sottogruppi di ordine tre di 

K-rispettivamente =  GooOK (=  (A)) , K0 =  GoOK , Ki =  G iO K  , K_x 
sono fissati da oc; e poiché K ^ C G .i ,  mentre K 1 n  Gr =  1 per ogni x  =4= — 1 
di Q, allora (G_Oa =  G -i c.v.d.

Sia infine p >  3. Consideriamo in G il sottogruppo H ~ P S L (2 ,j£ )

costituito dagli elementi x  di G per cui a , b , c , d  E GF (p); sia

r  =  GF (p) U {00} C 0 . Allora H 0>1 è il sottogruppo di ordine ( p — i)/2 di 
G0,i, quindi (H0>1)a =  H 0)1; analogamente (HljOÙ)a =  H lj00 e (H0jOo)a =  H 0,oo- 
Essendo H = H 0jl ( jH lj00 u H 0jOo > si ha che oc induce su H un automorfismo reti­
colare che fissa Ho ( = H 0fiU H 0>Oo), e similmente H i , Hoo ; ma allora (Hx)a =  H r 
per ogni x  in F (come è provato in [3]). Poiché se y  E T allora Gr D H x se e 
solo se y  =  x, allora anche (G^)a =  Gx per ogni x  in T, in particolare pe^ 
ogni x  e GF (p), c.v.d.

P ro p o s iz io n e  5. Se oc e Ao, 1,00? ä  è un automorfismo del semigruppo 
moltiplicativo di G F (pi).

Anzitutto (pxfi — oxP ~  o per ogni x  E GF (pi): infatti (G*)a =  G H =J=Goo, 
e G(0^ =  (Go,)“ =  (Go)“ =  Go =  G0x5 .

Per dimostrare che (uv)a =  ua va (u } v E GF (pi)  , uv =j= o) dovremo di- 
stingùere due casi. Sia Q 1’ insieme degli elementi di GF (pi) che sono dei 
quadrati in GF (pi), e — Q l’insieme degli opposti dei quadrati. Notiamo 
subito — cosa che risulterà utile nel .corso delle dimostrazioni successive -  
che se p  =j= 2 , p i  (mod. 4), allora G¥(pl)  — -— Q u Q  e (-— Q )n Q  =  {0} ; 
se p  =(= 2 , p i  — i (mod. 4) allora Q =  — Q, e GF (pi) =  Q u  crQ, dove a 
è un generatore del gruppo ciclico moltiplicativo di GF (pl)\  se p  =  2, 
- Q f Q - G F ( / ) .

Ï. Siano u , v E GF (pi), con o =j= uv e — Q; proviamo che uP v* — (uvfi. 

In queste ipotesi, g  : —  è un ’involuzione di G , g  =  (o , 00) (u , v) (1 , uv)
Dunque (g) =  Do.ooOD^^ =  Do,oonDllW,. Ricordando che (D0,oo)a =  D0,oo,
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(Gi)a =  Gì, sarà (g)a =  D0>oon D lj(iœ)a. D ’altra parte (G*,*)“ =  (G^nG*,)“ =  
=  (G .)°n(G 0)° =  G>sn G sS=  Gû  e quindi è anche (g)a =  D o .c o D D ^  .

Sia (g)a =  (gì) ; gì e D0,oo, dunque sarà del tipo x-+ f i  ; ma (uv)a = g 1(i) =
=  — c2 ~  y*gi (u*) =■ yp v*.

A questo punto, se p  =  2, la proposizione è dimostrata.

II. Sia o =j= € — Q ; s , t E GF (p^);.e sia p  4= 2.
a) p f  == i (mod. 4). Se a è un generatore del gruppo ciclico moltipli­

cativo di GF (/>/ ), allora si =  G2k +1, e ad esempio s =  G2n + 1 , t =  cr2w; quindi 
g st E — - Q ( =  Q) , cr.s*G —  Q. Possiamo allora scrivere

(<7 si)* =  a« (^)ä
(or si)* =  (aj)ä — aä ja

da cui (st)* =  s*t*.
b) p f  ^  i (mod. 4). er abbia ancora il significato precedente. Allora 

st E —  Q  se e solo se st — G2k.

Se ^ —  cr2̂  , t — G2m, si ha g si E —  Q , gs e—  Q, e un ragionamento 
analogo al precedente porta a concludere che (si)* =  s*t*.

S e s =  G2n+1, l =  a2m + 1ì allora g s I E - — Q, da cui

(gsI)* =  (gs)* là .= a* (si)*
cioè

(si)* — (a«)“"1 (gs)* t*.

Proviamo che (a«)“"1 (gs)* — s* ; ossia, essendo se  — Q e quindi s* =  (g^ gs)* =  
=  (g^ 1)* (gs)*, proviamo che (a«)“ 1 =  (cr—1)a ; anzi, più in generale:

P ro p o s iz io n e  5*: Sia  ^ 4 = 2  , p f ^ i  (mod. 4 ), e o=f=x e G F  (pf). Allora 
è (x~1)« =  (x*)"1 per ogni a E Ao,ij00.

Sia b G GF (pf)  tale che b2—  1 e Q; allora g  : x-> — — —  è un’involuzione0 b x— i
di G, e g — (1 , — 1) (o , b) (00 , b”1)

Notiamo subito che, se b 4= o, e b2— 1 =  z2, si ha b~2 — 1 =  — =  — • — ,
b2 b2

e quindi, nelle nostre ipotesi, b~~̂ -— 1 E Q, e viceversa; in altri termini, per 
ogni ^ 4 = 0  in GF (pf)  esiste un ’involuzione g  di G tale che 0 g  (S) =  o
0 g  (fi) =  ■

Sia dunque o =(= b e GF (aO> e ad esempio g  (ß) =  o. Allora (g) — 
=  D1>:,n D o ,, =  D . ^ n D ^ ;  e <*>“ =  =  D x . - i O D ^ ^ ^
(infatti è (—  i)a =  —- I per la Prop. 4). È  inoltre ( g ) a =  ( g ÿ  con g x E 

ma allora g L è del tipo x  > —-^7^  , da cui (b^1)* =  g 2 (00) — b^ 1 =
=  (o)” 1 =  (b*)"1.

Con ciò la Proposizione 5 è completamente dimostrata.

Concludiamo la dimostrazione del Teorema provando che
P ro p o s iz io n e  6: Se a g Ao,i,oo , öc è yn  aytomorfismo del gruppo additivo 

di G F  (pj).
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Si tratterà di dimostrare che, per ogni coppia di elementi u  , v di GF (^F), 
risulta (u +  vfi =  ufi +  f i .  Se u  =  v, dalle Prop. 4 0 5  consegue che (u +  v)a =* 
=  (2 u)a =  2 ua ~  ua fi- va; considereremo quindi nel seguito u  =j= v.

I. Sia p  — 2, oppure p f  =  1 (mod. 4). Consideriamo in G l’involuzione 
g  : *->— x  +  (u fi- v) ,g =  (oc) (u , v) (o , ufi-v) • • •. Allora (g )  =  G ^ n  DUtVn  D0,*+e, ; 
dimodoché {gx) =  (g)a =  Gœn D Â t i n D 0 (ï+j)5. Da gl e Gœ segue che gl 
è del tipo — x  +  gì (o); anzi £1 (o) =  (« -f vfi. Ma ^  e D^- quindi 
u*- —  — z/“ +  £4 (o) =  —  z>“  - fi (u - fi z/)“ .

II. Sia p  =j= 2 , p  ^  i (mod. 4); allora si ha:

P roposizione 6*: Sta p  =f= 2 , p f  1 {mod. 4), w un elemento di GF (p^). 
Allora è (w — 1)« — z f i — 1 per ogni a G Ao,i,oo •

Per w — o, e w — 1, la proposizione è vera, come si verifica immediatamente. 
Sia dunque w =̂= o , 1, e consideriamo in G F involuzione g  : x-> —.1----------- ,

[2 W )X I
dove w  è un elemento di GF (pf )  tale che — 1 -fi (2/w) e Q.  Allora 
£ ■ = (0 ,0  (oo}w l2 ) (w ,w — i). • -, ( ^ - D o ^ n D o o ^ n D . ^ . u  e (gx) =  (g)a =  

D0.1 C) ■̂ oo,(«'/2)̂  ^  _ i)ä • Dei g x € Dq^ segue che g x e del tipo

x-> j > ossia l/2 =  £4 (00) =  (wj2)« =  wfi/2 (ved. Prop. 5). Allora
sarà

(ze; — 0 “ =  £1 (^«) =. 44 (zeq) =  w x — 1 =  ufi — 1 .

Sia ora / e G F  (p/)  tale che — 1 + 2 / t GQ,  e dimostriamo che anche

per t  vale la Prop. 6*. È 

Chiamiamo w  l’elemento

1 +  (2/0  •— ■ —  6 — Q',t - , t — i = i+ ^ 2

2 ? dato che — 1 +  (2 jw) =  f i  e Q e quindi
1 - f - z

{w — i)ä =  ufi — i . Allora w  — 1 =  —, t — fijfzrj ; e dunque ( t— 1)« =
, I \ä  I w a ( W  \a  _  .— 1 =  ta — i , come volevamo.

Presi ora u , v eG F  (pJf), sia w  tale che u fi- v =  uw  se u (u fi- v — vw  
se z/-=(=o). Si ha (u - f i  vfi =  ufi-ufi \ f i  =  (uw — u fi — ufi (w -— 1)« =  ufi (ufi -— 1) =  
— uaw a — ufi, da cui ufi fi- f i  =  ufiw®- =  (uwfi — (u fi- v fi c.v.d.
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