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Matematica. — Sut moltiplicatori in L4 ed in B® e applicazioni 
a l problema d i Cauchy. Nota di Ermanno L a n co n e lli, presentata (,) 
dal Socio G. Scorza D ragoni.

Summary. — Some theorems on multipliers of Fourier transform are given. Then 
evaluations, in Lp spaces, of the solutions of Cauchy problems for some classes of operators 
are obtained.

Lo studio del problem a di C auchy in Lp m ediante l’uso della trasform ata 
di Fourier, pone la questione di studiare le funzioni del tipo exp ( / )  come 
m oltiplicatori dell’integrale di Fourier (vedere, ad esempio, [1], [4], [6]). 
I risultati a tu t t’oggi noti sui m oltiplicatori non sem brano rispondere in m a­
niera soddisfacente a tale esigenza, specialmente nel caso in cui i valori di /  
sono im m aginari puri (vedere, ad esempio, [2], [3], [7], [8]).

Nella prim a parte  della presente N ota daremo, perciò, alcuni teoremi 
sui m oltiplicatori della trasform ata di Fourier del tipo exp (if), con f  a valori 
reali. Nella seconda parte  daremo, dapprim a, una valutazione in L2 della
soluzione di certi problem i di C auchy e m ostreremo poi in quale form a tali
valutazioni si estendono al caso p  =J= 2 , 1 <  p  <  00. Le dim ostrazioni si 
troveranno in una  M em oria in corso di stam pa nei Rendiconti di M atem atica.

Notazioni. -  Indichiam o con S lo spazio delle funzioni di classe C°° su R 
a decrescenza rap ida all’infinito e con S ' lo spazio delle distribuzioni tem perate. 
$  ed 1 indicano rispettivam ente la trasform ata di Fourier e la sua inversa. 
Con S° indichiam o l’insieme delle funzioni 9G S per le quali riesce cF(<p) e C “ . 
Lp è il sottospazio di S ' delle funzioni di p -e sim a potenza sommabile se 
i <  p  < 0 0 , essenzialmente lim itate se p  =  od ; indica la norm a in Lp .
Posto r 0 — G R I 11 \ <  i } , r K =  6 R I 2'k~1< \  l  \ <  2k} , k == i , 2 ,. • -,
indichiam o con il sottospazio di S ' ottenuto per chiusura di S rispetto alla 
norm a

/  00 \ i IP
lll/IIL» =  ( 2 I I H a )  , i < p < ° °  ,

u=o /

dove ^  indica la funzione caratteristica di Tk .
Sia inoltre eh (£) =  (1 fi- e poniam o

=  { f  fi S / Il y  \\p,x — Il & (P—x $f)  \\fi < +  00} , i < ^ > <  00 , XG R ;

definiamo in m aniera analoga lo spazio e la norm a | | | / | | | ^ .
Sia ora <D G S ' e consideriamo l’applicazione T 0 : S -> S' definita da

T *  (9 ) =  ^  (®^<p).

(*) Nella seduta del 13 dicembre 1969.
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Diremo che <D appartiene ad M^(01</) se si può prolungare in una trasfor­
mazione continua di h p in sé (rispettivam ente di in sè); indicheremo con

(<D) ( (®)) la norm a di tale operatore. Se può essere prolungata in
una trasform azione continua di Bp in B^, diremo allora che O appartiene ad 
0R^,v ed indicheremo con 0 1 (<3>) la norm a di T$ .

Infine, s e / e L 2  e pi è una funzione continua per la quale riesce [Xcf/eL2, 
definiamo

i. Alcuni teoremi sui moltiplicatori.

Nel corso del presente paragrafo indicheremo con /  una  funzione di 
dominio R, a valori reali e di classe C2; indicheremo coi simboli f ' ed f ,r 
rispettivam ente le derivate prim a e seconda di / .

Posto p =  I I [ p —■ 1/2 I sussiste il seguente

TEOREMA i . i .  -  Condizione necessaria affinché sia exp (if) e 0ÌT ^  (1 < p <  
< 0 0  , p  =f= 2) è che esista una costante positiva C, indipendente da k, tale che 
inf I (Ç) I <  C 2 ,  per ogni k =  1 , 2 , • • •.
Tk

L a dim ostrazione di questo teorem a si può conseguire valutando dap­
prim a la norm a di S7-1 (co exp (if)) in Loo, essendo co u n a  opportuna funzione 
di classe Co°, ed utilizzando poi un procedim ento del tipo di quello utilizzato 
da H örm ander per provare che exp (i%?) &MP ([3], lem m a 1.3).

Poiché Mp è contenuto in 0ÌZp ([5]), una conseguenza im m ediata del 
teorem a 1 è il seguente

C o r o l l a r i o  i . i .  -  Se exp (if) eM^ allora lim | %?fn (£) | <  +  oo.
llT^oo

Dal corollario i . i  segue subito che exp (z£2) &MP.
Diremo che f  soddisfa la condizione (F) se:

(T) lira. [ sup \ f "  (t) lf"  (t) I ] <  +  00 .
k-> 00 t, t g

A bbiam o allora:

T eorema 2.1. -  Se f  verifica la condizione (T) , exp (if) e ®\ZP)X se e solo 
se esiste una costante C per la quale riesce inf | £2/ "  (£) I <  C 2 ,  k =  1 , 2 , • • •

Tk
L a dim ostrazione di questo teorem a si può fondare sulla valutazione 

della norm a in L i di 37-1 (cô  exp (if)), essendo iùk una funzione di Co°, uguale 
ad I su r* . U tilizzando poi il fatto che cô  exp (if) e M 2, m ediante 
il teorem a di interpolazione di M. Riesz, si ottiene una valutazione della 
norm a di Xk exP (if) *n e, quindi, di exp (if) in 01/ ^  (0 (®) =  
=  sup (z~i Mp (xk exP (if)), [5])-k
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COROLLARIO 2.1 . —Se esistono fin iti  e diversi da zero i lim iti l im  £2-a,
±00

per un opportuno a  e R , exp (if) e se e solo se X > m ax {o, ot | i/p  —1/2 j }.
Se r  è un polinomio di prim o grado a coefficienti reali, allora 

Mj> (exp (ir)) =  i , pertanto  s e / , ^ e C 2 ed è f " = g " ,  allora (exp (if)) =  
=  (exp (ig)ì ; m ediante questa osservazione, applicando il teorem a di 
M iklin si dim ostra il seguente

TEOREMA 3.1. — Sta f  una funzione verificante la condizione (T); affinché 
riesca exp (if) e Mp (1 <  p  <  00 , p  =j= 2) è necessario e sufficiente che sia 
lim I £2/ "  (£) I <  4- 00.

I seguenti teorem i forniscono u n a  risposta al seguente quesito: se 
exP (ifÿ) e per ogni y  6 R, qual’è il com portam ento asintotico (per
\ y \  ^ ° ° )  della norm a di exp (ify) in ©I/,,*. In  [3] H örm ander ha  provato 
che, s e / "  ^  o, allora lim [exp (ify)] =  +  0 0 . Più precisam ente si ha:

I y  I -> o o

TEOREMA 4 .1 . -  Se f ,! e(e o  esiste una costante positiva Q  ( / ) ,  dipendente 
solo da f  e A, tale che 91? ^  (exp (ify)) >  C* ( / )  ((T f i  y 2 ) 1:L//~1/21.

Diremo che a è uno zero di ordine finito per f " ,  se, per un opportuno 
num ero reale a, esistono finiti e diversi da zero i limiti lim f ”(x) \ x  — a\~a.

X —> a ± ;

Teorema 5.1. -  Se f  verifica la condizione (T), se f "  ha al p iù  un 
numero finito d i zeri e tutti di ordine fin ito , se exp (if) e 0 1 1 ^ , allora 
exp (ify) e m PtX per ogni y  e R  e 91? ^  (e&) <  Cx ( / )  (|/i +  ^2 )\VP~m ̂ dom 
Cx ( f )  dipende solo dalle variabili indicate.

2. -  Operatori conservativi.

Consideriam o roperato re  differenziale lineare a coefficienti costanti

(1.2) P ÇD, , D /  =  d ;  -  ±  P , (Dx) Dy~i p x =  2 -  , D , =  f i )  ,

dove P^ ( D /  è un polinomio in Dx .
Chiam iaiho radici caratteristiche di P le radici X, , • • •, XK dell’equazione

(2-2) P ( — A, X)  =  0.

Nel seguito supporrem o sem pre che il discrim inante dell’equazione (2.2) 
sia non identicam ente nullo. Indichiam o con V il determ inante di V ander­
m onde di X, , • • - , XM e con V /*  (y)  il determ inante ottenuto da V  m ediante 
sostituzione della riga (X[ , • • •, x{) con ((exp (Xx y)) xf , • • •, (exp (X„ y)) Xk„).

Per ogni! cp0 , • • - , <p»_i e S° il problem a di Cauchy

p  (p* . ’Dy) u (x , y) =  o , y  e R ,

D}u (x , o) =  cpy (x) J  =  o , i , • • •, n — i ,
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è risolto dalla funzione (di classe C°° su R2)

(3-2) U ( ■■ ,y )  =  2 V 1 ((§%) Vy,0 < » /V ) .
y=o

Introduciam o la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.2. -  Diremo che Voperatore P è conservativo se esistono 
delle funzioni continue fji0 , • • - , , l^n-i =  1, tali che

(4 -2) 2 ) Il D*y Di u ( - , y )  ||2 <  c  2  II D ?  9y ||2 ,
/ = 0  y=o

jy e R  <9^/ cp0 > * * •> 9»-1 G S°.
Ad esempio, l’operatore delle onde D2 — D 2 è conservativo; è ben noto 

infatti che

Il Eh u  ( •, y)  H2 +  Il Dy u  ( •, y)  H2 == Il D̂ . 90 I|i || 9i ||i J 

quindi vale (4.2) con fi0 (5) =  | £ | e fjq =  1.

T eorema 1.2. -  Se P (Dx , D^) è conservativo, le radici caratteristiche
dt P sono immaginarie pure\ inoltre sup | \  (fr — X/)“ 1 | <  -|- 00 , r  =t= /.

R
L a condizione necessaria ora enunciata affinché P sia conservativo, è 

anche sufficiente; infatti, posto

(5-2) [Lj =  I s*_w  (X2) |!/2 , j  =  o , i , • . ., n  —  i ,

dove Sr (X2) indica la som m a dei prodotti ad r  ad r  di X2 , • • •, X2, si ha:

TEOREMA 2.2. -  Se P è un operatore differenziale del tipo (1.2) le cui radici 
caratteristiche sono immaginarie pure e tali che sup | \ r ( fr —  X/)-1 I <  -(- 00,

R
allora P  è conservativo e vale (4.2) con \i0 , • • - , fornite da (5.2).

I teorem i seguenti forniscono condizioni necessarie e condizioni suffi­
cienti su a e R e C (a , y) affinché sia

n — 1  n — 1

(6.2) 2  |||d ? D j * ( . , * ) |i|, < c ( a ^ ) 2 ! ! | D l > y ! iua ,
J = 0 j = 0

n —1 n — l

(7-2) 2  II D ? D >  ( •, y) II, <  C (oc , y) 2  il D ? ?/ Ha« ,
y=o y=o

dove ^  è la funzione (3.2).

DEFINIZIONE 2.2, -  Sia  X una radice caratteristica di P; se X " ^  o, sia
m

* " (£ )=  2  ^ ~ 2 , *„=f=°( |S|  > 8 ) ,
k = —oo

il suo sviluppo in serie di Puis eux. Poniamo allora oc (X) =  m/v , 0 (X) — 1; 
se invece X" =  o, poniamo a (X) =  0 (X) =  o. Poniamo infine a (P) =  
=  m ax {a (X,) ,• • -, oc (XB)}  , 0 (P) =  m ax {6 (X,),• • -, 0 (*„)}.



Utilizzando i risultati enunciati nella prim a parte, si dim ostra il seguente 

Teorema 3.2. -  Le condizioni i) a >  oc (P) | 1 \p — 1/2 |, ii) C (a , y)  >
>  Ca (|/ i +  _y2)9(P) *1/P 1/2 necessarie e sufficienti affinché valga (6.2) £
necessarie affinché valga (7.2). Zé? condizioni ni) a > a ( P ) | i / / — 1/2 | ^  
Z) sono sufficienti affinché valga (7.2).

Esempio . -  L ’operatore P (D* , D^) =  +  (—  i)w D*m , w  >  1, è con­
servativo in quanto le sue radici caratteristiche sono =  i^m , X2 =  —  i^m. 
In  .questo caso risulta allora (i,0 (£) =  | E, |* , oc (P) =  m , 0 (P) =  1. Se « è 
la funzione (3.2) relativa a P, utilizzando il teorem a 3.2 si ottiene

III Dx'u  ( •  ,y )  \\\p +  11 Dy u ( - , y )  \\\p <  C ( a  , y)  ( | | |  1 +  <p0  +  | | |  | | | A a )  ,

se e solo se oc> m  | i+> — 1/2 | , C (oc , y)  >  Ca ( / i  +  y* ) [ 1/i&~1/2 I .
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