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Geometria differenziale. — Quelgues résultats sur la géométrie
differentielle  globale des wvariétés hilbertiennes. Nota di MIRCEA
Cra10vEANU, presentata® dal Socio B. SEGRE.

SUNTO. — Il presente lavoro stabilisce i risultati qui enunciati in (A) ed in (B).

(A) - Se Y & una varieta riemanniana C* il cui modello sia uno spazio di Hilbert separabile
avente dimensione infinita, e che inoltre sia semplicemente connesso, completo a curvatura
di sezione ovunque negativa o nulla, e se X & una sottovarietd chiusa zofalmente geodetica
di Y, si puo precisare una modalitd geometrica per ottenere i fibrati della fidrazione normale
dell’applicazione d’inclusione i: X — Y.

(B) — Se K ¢ un gruppo di Lie compatto operante su Y, principalmente mediante
isometrie, dove Y soddisfi alle condizioni specificate in (A), le trasformazioni di K ammettono
un punto fisso.

1. PRELIMINAIRES.

Soit Y une C™-variété modelée sur un espace de Hilbert séparable H;
nous notons 7, la projection du fibré tangent (TY, ,,Y). Alors on peut
considérer le fibré vectoriel SL? (TY,R) — Y [3] dont la fibre au—dessus
de tout point y € Y est 'espace des formes bilinéaires symétriques continues
sur lespace tangent en y, ty!(y) =T,Y. Une C*-structure riemannienne
g (1< % < o0) sur (TY, 7y, Y) est une C*—section du fibré SL2 (TY,R) — Y,
cest-a—dire g€ C*(SL2 (TY,R)), qui est positif défini en chaque point
y €Y et qui, comme produit intérieur sur T,Y, détermine sa structure d’es-
pace de Hilbert. Alors on dit que Y est une C*~variété riemannienne modelée
sur 'espace de Hilbert séparable H. La valeur de g en y €Y est souvent écrite
g, (u,v) = (u,v), pour u,v€T,Y; on peut aussi noter g, (%, %) avec hufs.

Une connexion linéaire ou une dérivée covariante sur Y est une appli-
cation

V:C?(TY) X C*(TY) - C*(TY)
on note V(A, B d——eivAB our laquelle on a
P q

(1) Va (B1+Bg2) =VaB1 +VaBs,
(2) Va (fB) = (Af) B + fVa B,
(3) Vaa,B =Va,B + Vs B,

Y Vi B =/fVaB,

olt f€C®(YXR). Alors le champ des vecteurs VaB est appelé la dérivée
covariante dé B dans la direction A par rapport a V.

(*) Nella seduta del 15 novembre 1969.
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Soit V une connexion Hnéaire sur Y. Nous définissons le tenseur
T:C*(TY)x C*®(TY) - C® (TY)
par
(5) T(A,B)=VaB—VsA—[A, B]
et le tenseur
R:C*®(TY)XC®(TY)x C*(TY) - C (TY)

par
(6) R(A,B)C =VaVsC—VVaC— Vs 5C.

T est appelé le tenseur de torsion et R le tenseur de courbure de V.

Un théoréme fondamental de géométrie riemannienne est le suivant [1]:
Soit g une structure rzemannzmne sur Y Alors il existe une dérivée covariante unique

V sur le Jibré tangent de Y avec VAg —o0 et T (A,B) =0 pour A,BeC”(TY). La structure

riemannienne g fournit une topologie d’espace métrique qui est eguzmlente a la topologie initiale
de Y.

On dit que la variété riemannienne Y est compléte si Pespace métrique Y (au sens du
théoréme fondamental) est complet au sens des suites de Cauchy. On sait que toute
C™—variété séparable modelée sur un espace de Hilbert séparable posséde une structure de
variété riemannienne compleéte.

Un champ de vecteurs A € C*°(TY) (congu comme une section) induit une application
TA:TY - TTY, de telle maniére qu’a z € T,Y on peut attacher le vecteur T, A € Ta (TY).
On note avec K I'application de connexion de V:

K:TTY - TY,
définie par
(7) KT,A=V,A, ot AeC®(TY) , ueTY.
Si ce@(I, TY), on note
D .
Ez‘f = Koc¢

la dérivée covariante du champ de vecteurs ¢ au long de la courbe TyoC.

Soit Y une variété riemannienne et y €Y. Etant donnés deux vecteurs u ,veT,Y
linéaires indépendants, nous définissons la courbure sectionnelle dans la direction plane
u/\v par

(8) @j{(u/\ 7/>:<§y<0;”>”:7/> /|qu/\2’

ol avec #Av nous avons noté le produit extérieur des vecteurs # , v et avec | u\/v | Paire
du parallélogramme déterminé par les vecteurs #, o. R désigne ici la courbure (6) en y de
la connexion linéaire donnée par le théoréme fondamental de la géométrie riemannienne.

2. DEMONSTRATION DE (A).

Sofent X et Y des Cl-variétés modelées sur des espaces de Hilbert sépa-
rables, : X — Y une Cl-immersion. On sait [3] que toute structure rieman-
nienne g sur Y induit une structure riemannienne g' sur X par

g'(A,B) =g (TF(A), Tf(B))  pour A,BeTX,
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TX désignant le fibré tangent & X. Si f est une immersion propre (en parti-
culier si / est un plongement fermé) et si (Y , g) est compléte, (X, g') est com-
plete [4]. ‘

D’autre part, f étant une immersion, on peut définir le fibré normal de f
comme le fibré quotient f*TY/Im (T*f), ot T*f:TX —f*TY signifie le
morphisme canonique des espaces fibrés vectoriels, entre le fibré tangent
a X et la préimage au-dessus de X du fibré tangent 2 Y, TY [3].

On suppose plus loin que f est un plongement fermé donné par P’applica-
tion d’inclusion. On dit dans ce cas que X est une sous—variété fermée de Y
et on écrit XCY.

Soient donc X ,Y des C*—variétés riemanniennes, X C Y et on note avec
dx et dy les distances déduites de g’ et respectivement g. Alors on a

9) dy (%0, x1) < dx (x0, x1) pour tout xp,x1 € X.

Les géodésiques de X et respectivement Y seront appelées X—géodési-
ques et Y—géodésiques.

LEMME 2.1. Soit ¥ wune courbe de X qui est une Y-géodésique. Alors v
est une X—géodésique.

Preuve. Choisissons deux points arbitraires zo et x1 sur ye@ (J,X) (J étant un inter-

valle ouvert de R), tel que xo =y (%) et x1 =7 (z1), pour #,% € J. Supposons maintenant
Zo << #1. Soit Uo un voisinage convexe de xp dans Y [1]. Si # est suffisamment proche de 7,
tel que x1€ Uy, alors le segment de I’ Y-géodésique

Yit—>y (2 t€lto,n1], noté Y]Z’

est compris dans Uy et sa longueur, L (y \;;), est égale avec la distance entre les points xo
et x1:

(10) L (v [2) = dy(z,, 7,).
Mais, d’autre part, on a évidemment
(11) dy (x5, 7,) <L (v [).
En utilisant (9), (10) et (11) il suit que
L (y ) = dy (%, 7)),
c’est-a—dire YI;; est un segment de X-géodésique. Comme les points xg et x1 ont été arbi-

traires, il résulte que y est une X-géodésique.  C.q.f.d.

Soit x € X. La sous-variété X s’appelle géodésique en x, si chaque
Y-géodésique tangente & X en x est une courbe qui appartient & X. X s’ap-
pelle totalement géodésique si elle est géodésique en chacun de ses points.

LEMME 2.2. Soit X géodésique en x € X (XCY). Si v est une X—géodé-
Sique qui passe par x, v est une Y—géodésique.
Preuve. En effet, soit I' la Y-géodésique maximale tangente 4 v en x. Alors, d’apres

le lemme 2.1, T est uné X-géodésique, clest-a—dire I'c X. T' étant maximale, il résulte que
ycI'. C.q.fd.
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THEOREME 2.1. S?¢ Y est une C'—varidté riemannienne (r > 3), connexe,
compléte et de courbure sectionmelle partout négative ou nulle, pour tout y € Y
Papplication exp,: T, Y — Y est un revétement surjectif.

Prewve. On peut trouver la démonstration de ce théoréme par exemple
dans [4]. Puisqu’on utilisera quelques résultats qui paraissent au cours de
la démonstration nous la donnerons plus loin. Grice & la complétitude on
peut définir f = expy sur T,Y tout entier. On sait [3] que f est une appli-
cation de classe C'"". D’autre part on sait [4] que

T,f(w) = Jac (u, Ty (w), K (@), u€T,Y, weT,T,Y,

Papplication Jac: TYXTYXTY —TY étant telle que Jac (x,v,2) soit la
valeur en 1 de la solution o de I'équation

dt2 —I-R(oc &)é=o,

avec f(tu) = ¢ (¢), o (0) = v, % «(0) =2, pour u,v,z€TY. (Nous avons
gardé les notations du § 1). .

Nous pouvons définir pour TY par rapport & V une structure rieman-
nienne par

§E,F) =g T ((E), Ty (F) +¢ K (E), K(F),

ot E, FeC®(TTY). Le plongement 7:T,YCTY induit de § une structure
riemannienne g sur T,Y, nommément pour u € T,Y et wy,w; € T, T,Y nous
avors

& (w1, w2) = g (KT7 (wy) , KT7 (wg)).

La structure riemanienne £ est compléte car elle coincide avec celle qu’on
obtient en considérant T,Y comme un espace de Hilbert pour le produit
intérieur g, et en 1dent1ﬁant T,T,Y et T,Y au moyen de K.

On montre que dans nos hypotheses

(12) g f(w), T, f(w) >&(w,w), pour tout we€T,T,Y.
Maintenant nous remarquons que K (#Av) <0 si et seulement si
(f{y(v,u)u,v)y{o pour tout y €Y, u,veTY.

On considére la fonction réelle des valeurs réelles

t>g @@, (®)=nr@).
Alors on a |
KO = 4 @) —28(5 o)
et
" . d Do . D2« ( Da Day
KO =2g e e) =2e(G ) H el )=

o\ . D D
=zg<—R<a,c>c,a)+2g(-§,Tj>-
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On remarque donc que
(13) B =0

et que /% (0) = /'(0) = o0, puisque « (0) = Try(w)=o0. En appliquant la
formule de Taylor & la fonction % (¢):

1
h@)zk@ﬁ+¢%@)+u§h%@—%/0——Qh%nﬂhh
0

et en tenant compte de (13) on obtient
2
ht) =200,
d’ot1, en particulier pour ¢ = 1,

HAORIOEF{CJOREA0)

c’est-a—dire bien l'inégalité cherchée (12).

(12) montre que (T,f)™! est localement bornée au—dessus de Y. Mais
alors, en vertu de la Proposition-Corollaire 3.12. [4, p. 23], il résulte que #
est un revétement surjectif.

COROLLAIRE. Si X est une C'~variété riemannienne (r > 3) simplement
connexe, compléte et de courbure sectionnelle partout négative ou nulle, elle est
alors difféomorphe avec un espace de Hilbert.

Dans ce cas tous deux points peuvent étre joints par un segment de

géodésique (unique) dont la longueur est égale a
Pour y € Y on note

B, () ={z€Y|dy(z,y) <r}
et (r =0)
S,y ={s€Y|dv(z,y)=r}.

Soit maintenant B,(y) un voisinage sphérique normal de y, c’est A-dire
B.(y) est difffomorphe 4 la boule ouverte 3, (0)={veT,Y,o<|v|<e}
de T,Y, par Papplication exp. Si »<¢, alors S, (y) est l’1mage de la boule
|v] =7 de T,Y par le difféomorphisme exp,. De cette maniére, S, (¥) est
une sous-vargiété de Y:S, (3)CY.

la distance entre ces points.

LEMME 2.3. S7 r<g, al_ar& toute géodésique v ayant I'origine dans vy est
orthogonale a S,(y) dans le premier point de Iintersection.

Preuve. Supposons que la géodésique y est paramétrisée par rapport a ’élément d’arc,
considéré de point y, et soit # son vecteur tangent en y. Soit X la sphére unité de T,Y.
Alorsona o] =1, cest-a-dire € X, et le segment de géodésique y de y au premier point

d 1ntersectlon avec S,(y) est donné par v (s) = exp (sv) (0< s< 7). Soit w le vecteur tangent
S, (y) en vy (r 7). 11 existe alors un vecteur unique wp tangent 4 X en o, tel que

Ty ® (0, ) =w, ol ¢(t,2)=exp(t).
De la suit que

g(Try(%> ,w) = (p*g) ((\—(%— , o), (o ,‘w0)> =o. C.q.f.d.
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On suppose maintenant que Y est une C"—variété riemannienne, simple-
ment connexe, compléte et de courbure sectionnelle partout négative ou
nulle et soit ¥ € Y. Dans ces conditions il arrive le

LEMME 2.4. S7 v:¢ = v(¢) (0 <t <) est un segment de courbe paramé-
trisé par rapport a la longueur d’arc, qui ne contient pas vy, alors

d
G a@®, ) sy = COSH,

ow par N nous avons noté I'angle entre la courbe vy et la géodésique qui joint le
point vy & v (0) en v (0).

Preuve. On considere le point I'(2) € T,Y tel que expy I'(#) = y(2). On note par dy
la distance définie sur l’espace T,Y. Alors on a g

t=0

|5 & 60| =im L iy (0,5 —detr (o), =

. 1

I

=f1_i;no m [d%yv X&),y — d%yy T(),n].

T,Y étant un espace de Hilbert, on a
diy (D(t),5) —diy (U(0).7) = iy (U(0) , T(&) +
+ 2 der (' (o) , ) dTyY (T'(0), T'(#)) cos A (),

olt A (#) est I'angle entre les droites (y,I'(0)) et (I' (o), T (7). Puisque exp, est un dif-
féomorphisme global (voir le Corollaire du Théoréme 2.1), 'application # — I'(¢) (o< #¢<7)
est un segment de courbe. On note par w le vecteur tangent a cette courbe en I'(o), par
o (z) la longueur de cette courbe de I'(0) & I'(z) et par A Pangle entre w et (¥, I(0)). Alors

dyy (L(0), T(@) ot

lim =1 , lim =1
t—>0 6 (2) t—>0 ¢|w

d’ol suit que

. I

lim - dfy (T(e), T(1) = o.
Donc,

[~dd7 dy (v (), ) L o hm u’T vT'(0),T'(#) cos A(z) = |w]cos A..

D’autre part il faut observer qu’on puisse écrire w = wo + w1 ol wo a la direction de

la droite (y, I' (0)), et w1 est orthogonal & cette droite. De la démonstration du lemme 2.3

il résulte que le vecteur T © exp (w1) est orthogonal a la géodésique qui joint y & v (0), en
¥ (0). C’est pour cela de méme que de | Tp oy exp (wo) | = lwo| il résulte que

] cos A =| Tr) exp (@) | cos A = cosh. C.q.fd.
LEMME 2.5. Soit Y une C™—variété riemannienne de courbure sectionnelle

partout négative ou nulle et y € Y. Soit Uy un sous—ensemble ouvert de T, Y
étoilé par rapport a I ovigine, tel que Iapplication exponentielle exp,:Up — Y
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soit de classe C* dont la différentielle T, exp, soit une application biunivogue
pour chaque u € Uy. Alors

(14) | T exp, (@) | =[],

otr u €Uy, et w est un vecteur tangent a Uy en u.
En particulier

L (exp;v ° P) > L <P> ’
pour tout segment de courbe I' de Uy, ou on a noté par L. la longueur &’ arc.

La démonstration reprend des détails techniques déja présentés au cours de la preuve
du Théoreme 2.1. En conséquence on peut l’omettre. Seulement il faut observer que 1'iné-
galité (14) se réduit a (12).

THEOREME 2.2. Soit Y wune C™—variété riemannienne compléte, de cour-
bure sectionnelle partout négative ou nulle et soit N une sphéve normale convexe
de Y (c’est-a—dire une spheére ayant la propriété que tous deux points de V
peuvent étre joints par un segment de géodésique unique qui se trouve en 'V dont
la longueur est égale 4 la distance entre ses bouts). Soit ABC wun triangle en V,
dont les angles sont égaux a A, B, C, les cotés étant des géodésiques de longuers
respectivement égales a a, b ,c. Alors

(13%) @+ b2 —2abcosC < 2,
et
(16) A+B+C<mr.

Preuve. Soient v, , v, Y. les géodésiques qui déterminent le triangle ABC
et soient I',, I';, I, les segments de courbe correspondants de l’espace tan-
gent T¢Y, c'est-a—dire expcol’, = v, etc. Soit I'¢ le segment de droite de
TcY qui joint les bouts du segment I',. Posons vyo = expcols. Alors on a

a=LT) =Lk,
6=L{Ty) =L,
LTy <L) , L2[Tg)=a®+62—2abcosC,

parce que l'angle entre I', et I'; est C.

Mainten:;mt, en tenant compte de I'hypothése et du lemme 2.5, il résulte

que
L{T) <L(expcol) =L () =c¢,
d’ou suit (15).

Enfin pour montrer (16) observons d’abord qu’en vertu de la maniére
quon a choisi V, on a a=dy(B,C),b=dy(C,A),c=4dy (A, B) et
par conséquence, chaque longueur @, 6, ¢ ne dépasse pas la somme des deux
autres. A cause de cela il existe un triangle plan usuel dont les c6tés sont
respectivement égaux a @, 64,¢. En notant les angles de ce triangle par
A’, B',C/, alors en vertu de la propriété (15) on'a A <A/, B<B/, C<C".
Mais comme A’ 4 B’ 4-C' = =, on obtient l'inégalité (16).

19. — RENDICONTI 1969, Vol. XLVII, fasc. 5.
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THEOREME 2.3. Soit Y une CP—variété riemannienne compléte, simple-
ment connexe, de courbure sectionelle partout négative ou nulle. Soit X une sous—
variété fermée (XCY) totalement géodésique de Y. Alors, wimporte quel soit
x €X, la fibre de la fibration normale de I'application d'inclusion i:X — Y
en x est formée par la totalité de Y-géodésiques orthogonales & X en x.

Preuve. Pour démontrer ce théoréme il suffit de montrer que pour tout
x € X, 'ensemble des géodésiques orthogonales & X en x constitue une sous—
variété fermée N, de Y et que chaque y € Y appartient 4 une telle sous—
variété.

Vérifions d’abord la premiere affirmation. Soit exp,:T,Y — Y Iappli-
cation exponentielle définie dans un point x € X et soit H, le complément
orthogonal de 'espace tangent T,X dans T,Y. H, est isomorphe & I’espace
quotient T,Y/T, X, parce que T,X est un facteur direct en T,Y. L’appli-
cation d’inclusion 7:X — Y étant un plongement fermé, il résulte que X
est compléte et comme les X-géodésiques sont aussi des Y-géodésiques
(lemme 2.2) il résulte que

X =exp, (T, X).

Par définition, N, = exp, (H,). Parce que exp, est un difféomorphisme
(le Corollaire du Théoréme 2.1), il résulte que N, est une sous—variété termée
de Y.

Pour vérifier la deuxieme affirmation, considérons maintenant un point
y €Y, tel que y € X. Parce que X est un sous—espace fermé il résulte qu'il
existe %9 € X qui se trouve a la moindre distance de y. Montrons que y € N, ,
c’est-a dire l'unique géodésique y qui joint y & xo est orthogonale & X.
En effet, si c:¢—¢(#) est une courbe quelconque de X, alors en vertu du
lemme 2.4 on a

%a’y(c #),y) =cosa(?),

ot a (#) est 'angle entre ¢ et la géodésique qui joint y & ¢ (£). Donc, si la géo-
désique qui joint ¥ a X est orthogonale a X, alors il faut qu’elle coincide
a v, parce que en vertu du Théor¢me 2.1 la somme des angles d’un triangle
géodésique de Y ne dépasse pas m. C.qg.f.d.

3. DEMONSTRATION DE (B).

Maintenant nous allons démontrer un autre résultat annoncé dans lin-
troduction, nommément le

THEOREME 3.1. Si Y est une CO—variété riemannienne compléte, simple-
ment connexe, de courbure sectionmelle partout négative ou nulle et K est un
groupe de Lie compact qui opeére principalement sur X comme groupe de iso-
métries, les transformations de K ont un point fixe commun.
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Preuve. Sans restreindre la généralité on peut supposer que Y est un
espace de Hilbert séparable H (le Corollaire du Théoréeme 2.1). Soit alors
du (x,y) = ]]y—xﬂ la distance définie par la norme de H et soit g une
mesure invariante & gauche, positive sur K (la soi-disant mesure de Haar)
normée par la condition

fp.(d/é)zl.

K

Choisissons x € H et considérons la fonctionnelle réelle non négative
F:H —R.,, définie par

FO)= [1y—0 @, 0P @A),
K
ou ¢:KXH —H note l'action de K sur H. La fonctionnelle F tellement

définie est convexe. En effet, en tenant compte de I'inégalité de Schwarz et
et de l'inégalité

I —e@ Dl ly—o0l, | < [I1—0® DP +|y:— 0 (&, 2

on a

F by + (1—2) ] —-fnxyl+ (=W 2 — 9 P () <
=3 [In—9 @ D u@h) + 220 [In—e @, 9]
K K

Iys— o (&, 2| u(d) + <I—x>2f lva— o (b, )P u(dB) <
K

SERF@) 20— [FO) + F)l + @ —22 F(y) =
= () + (0 —n) F(ye),

ou Y1, ¥9 € H, pour tout A € [0, 1]. Observons aussi que F est continue sur H
et encore que F(y) — + oo lorsque |y | — 4 oo, parce que la mesure de K
est finie. Mais alors la fonctionnelle F admet un minimum sur H, c’est-a—
dire il existe un y, € H tel que F(y) > F(y,) pour tout y € H. En tenant
compte maintenant que les éléments de K opérent comme des isométries
sur H, on a

Fle &, 5) =F (), pour tout £€K.

Montrons maintenant que y, est le point fixe cherché, c’est-a—dire que
¢ (£, y0) =y, pour tout £€K. Pour cela il suffit de vérifier que

(17) F(») > F(),  pour tout y==y, de H.
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En effet, si par absurde on supposait que ¢ (£, ¥,) == ¥y, en vertu de la con-
vexité de F, on obtiendrait

F(EE2I S0 ) <L (Flp (8, 20) + Flro) < F(30),

ce qui est impossible & cause de (17).

Soit alors y ==y, et soit £ =y, =y, + t(y —y,) (0 <¢ <1) la droite
qui joint ¥, & y. Si ¢ (£, x) ==y, soit A, (&) I'angle entre les droites (y,, )
et (p(£,x),,). En vertu du lemme 2.4 on a

2du (v, 9(k,x)) cosh,(£), si olk,x)=Fy,

d ;2
8 - da(y, 9 (k%) =
(18) T a (¥, ¢ (£,%)) o si @k, x)=y,.

Montrons que la fonction
d .9
G, b= dk(rn, ok %), (clo,1], keK)

est continue en chaque point de forme (0, £) (£€ K). Il est évident qu’alors G
est continue sur [0, 1] XK.

Soit K1 'ensemble (fermé) de ces éléments £ €K, tel que ¢ (£, x) =y,
et on note par Kz le complément de K1 dans K. L’application 2 — ¢ (£, x)
(x fixé) de K en H est de classe C*. D’autre part il est évident que la fonc-
tion (¢, £) —cosh, () est continue en (0, £), si & € Kz. Soit maintenant
ko €Ky et soit une suite (¢,, £,) qui converge vers (0, ). En vertu de (18)
on a

|G A <2du(y:, 9, %),

d’ott il résulte que G (2,, £,) -G (0; ko), parce que du (¥, , 9 (by,%)) —
—du (¥y, ¢ (ky,x)) = 0. De telle maniere la continuité de G est prouvée.
De cela il suit que la fonction # — F(y;) est dérivable et sa dérivée peut
étre obtenue en dérivant purement et simplement sous le signe d’intégrale.
Puisqu’on obtient le minimum dans le point # = o, de (18) suit

de@O,(p(,é,x)) cos Ay () w(dA) = o .

En tenant maintenant compte qu'on se trouve dans un espace de Hil-
bert, on a

iy, ok, x) = di(vo, ok, %) +dul(y,, v) —2du(y,, ¢ (&, %)
~dy (¥, ) cos (m—ho (&), pour £€Ks,

d’ou, par intégration, on obtient

fdf,@,cp@,x»u(d@:fdé(yo,cp(é,x» u(d@wﬁ(yo,y)jwd@.
K, K, : K,
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Si £ €Ki cette égalité est triviale. En sommant ces deux égalités, on obtient

F(y) = F(yy) +da(v. %),
d’olt
F(y) > F(yy), pour tout y=y, de H. C.q.f.d.
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