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Geometria differenziale. — Quelques résultats sur la géométrie 
différentielle globale des variétés hilbertiennes. N ota  di M ir c ea  
C r a io v e a n u , p re s e n ta ta (,) dal Socio B. S e g r e .

S u n t o . ■—  Il presente lavoro stabilisce i risultati qui enunciati in (A) ed in (B).
(A) -  Se Y è una varietàriem anniana  C°° il cui modello sia uno spazio di H ilbert separabile 

avente dimensione infinita, e che inoltre sia semplicemente connesso, completo a curvatura 
di sezione ovunque negativa o nulla, e se X è una sottovarietà chiusa totalmente geodetica 
di Y, si può precisare una m odalità geometrica per ottenere i fibrati della fibrazione normale 
dell’applicazione d ’inclusione i: X Y.

(B) -  Se K è un gruppo d i L ie  com patto operante su Y, principalm ente mediante 
isometrie, dove Y soddisfi alle condizioni specificate in (A), le trasformazioni di K ammettono 
un punto  fisso.

i .  P r é l i m i n a i r e s .

Soit Y une C°°-variété modelée sur un espace de H ilbert séparable H; 
nous notons Ty la projection du fibré tangent (TY , Ty , Y). Alors on peut 
considérer le fibré vectoriel SL2 (TY , R) -> Y [3] dont la fibre au-dessus 
de tout point y  € Y est l’espace des formes bilinéaires sym étriques continues 
sur l’espace tangent en y,  Ty 1(jg) =  T^Y. U ne C -s tru c tu re  riem annienne 
g  (1 <  k  <  00) sur (T Y, Ty, Y) est une C^-section du fibré SL2 (T Y , R) -> Y, 
c’est-à -d ire  (SL2 (TY , R)), qui est positif défini en chaque point
y  6 Y et qui, comme produit intérieur sur T^Y, déterm ine sa structure d ’es­
pace de H ilbert. Alors on dit que Y est une C -v a r ié té  riem annienne modelée 
sur l’espace de H ilbert séparable H. L a valeur de ^  en y  6 Y est souvent écrite 
g  y (u , v)  =  (u,  v)y pour u , v E T yY  ; on peut aussi noter gy (u , u) avec |j u fy .

U ne connexion linéaire ou une dérivée covariante sur Y est une appli­
cation

V : C°° (T Y) X C°° (T Y) -> C°° (T Y)

(on note V (A , B) Va B) pour laquelle on a

(1) Va (Bi -I-B2) =  Va Bi fi- Va B2 ,

(2) Va ( /B ) =  (A /) B + / V a B ,

(3) VAi+a2 B — VAl B +  Va2 B ,

(4) V/A B = / V a  B ,

où f e  C°°(Y>< R)- Alors le cham p des vecteurs Va B est appelé la dérivée 
covariante dé B dans la direction A  par rapport à V- (*)

(*) Nella seduta del 15 novembre 1969.



254 Lincei — Rend. Se. fis. mat. e nat. — Vol. X LV II — novembre 1969 [ 120J

Soit V une connexion linéaire sur Y. Nous définissons le tenseur 

T  : C°° (T Y) X C°° (T Y) -> C00 (T Y)
par

(5) T  (A , B) =  V aB  — VbA —  [A , B]

et le tenseur

R : C°° (T Y) x C°° (T Y) x C°° (T Y) -> C°° (T Y)
par

(6) R (A , B) C =  VaVb C — Vb Va C — V[A>B] C .

T  est appelé le tenseur de torsion et R le tenseur de courbure de V.

U n théorème fondam ental de géométrie riemannienne est le suivant [i]: 
o Soit g  une structure riemannienne sur Y. A lors i l  existe une dérivée covariante unique 
V sur le fibré tangent de Y avec VA<g =  o et T (A , B) =  o pour A  , B g C°° (TY). L a structure 
riemannienne g fo u rn it une topologie d'espace métrique qui est équivalente à la topologie initiale 
de Y.

On dit que la variété riem annienne Y est complète si l ’espace m étrique Y (au sens du 
théorème fondam ental) est complet au sens des suites de Cauchy. On sait que toute 
C -varié té  séparable modelée sur un espace de H ilbert séparable possède une structure de 
variété riem annienne complète.

U n cham p de vecteurs A G C°° (TY) (conçu comme une section) induit une application 
TA : T  Y -> TT Y , de telle m anière qu ’à u e  TyY  on peut attacher le vecteur T u A g  T a  (TY). 
On note avec K l’application de connexion de V:

K : TT Y -> TY  ,
définie par

(7) k t *  A =  V*, A , OÙ A g C°° (TY) V « g T Y . .

Si c G C1 (I, TY), on note

la  dérivée covariante du cham p de vecteurs c au long de la courbe Ty o c.
Soit Y une variété riem annienne et jkgY. É tan t donnés deux vecteurs u , v e  TyY  

linéaires indépendants, nous définissons la  courbure sectionnelle dans la direction plane 
u A v par

(8) JC («A v) =  X  {v ,u ) u ,  z')j,/|kVs|„

où avec u Av nous avons noté le produit extérieur des vecteurs u , v et avec \u\Jv\  l’aire 
du parallélogram m e déterm iné par les vecteurs u ,v. désigne ici la  courbure (6) en y de 
la connexion linéaire donnée par le théorème fondam ental de la géométrie riemannienne.

2. D é m o n s t r a t io n  d e  (A ).

Soient X et Y des C 1-variétés modelées sur des espaces de H ilbert sépa­
rables, ' f :  X Y une C 1 -im m ersion. On sait [3] que toute structure riem an­
nienne g  sur Y induit une structure riem annienne g f sur X par

^ ' ( A , B ) = <r(T /(A ),T /(B )>  pour A , B e T X ,
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T X  désignant le fibré tangent à X. S i /  est une immersion propre (en parti­
culier s i / e s t  un plongem ent fermé) et si (Y f g) est complète, (X ,g')  est com­
plète [4].

D ’autre part, /  é tan t une immersion, on peut définir le fibré norm al d e /  
co m m ele  fibré quotient / *  T Y /Im  (T * /), où T / : T X  ^ / * T Y  signifie le 
m orphism e canonique des espaces fibrés vectoriels, entre le fibré tangent 
à X et la préim age au-dessus de X du fibré tangent à Y , TY  [3].

On suppose plus loin q u e /  est un plongem ent fermé donné par l’applica­
tion d ’inclusion. On dit dans ce cas que X est une sous-variété fermée de Y 
et on écrit X C Y.

Soient donc X ,Y des C°°-variétés riem anniennes, X C  Y et on note avec 
dx  et dY les distances déduites de g ’ et respectivem ent g. Alors on a

(9) dY (xq j xi) <  dx (xo , xi) pour tout xo , xi  € X .

Les géodésiques de X et respectivem ent Y seront appelées X-géodési- 
ques et Y-géodésiques.

Lemme 2.1. Soit y une courbe de X qui est une Y-géodésique. A lors y 
est une X —géodésique.

Preuve. Choisissons deux points arbitraires xo et xi sur y G (S1 (J , X) (J étant un in ter­
valle ouvert de R), tel que x 0 =  y(Vo) et x i =  y (h), pour to,  h e ] .  Supposons m aintenant 
to <  h .  Soit Uo un voisinage convexe de x 0 dans Y [1]. Si h  est suffisamment proche de to, 
tel que v n e U o , alors le segment de 1’ Y-géodésique

Y : t  Y 00 t e  [io , h]  , noté y ,

est compris dans Uo et sa longueur, L( y | ^ ) ,  est égale avec la distance entre les points xo 
et x \  :

(10) L (y / )  =  dy  (xQ , X j ) .

Mais, d ’autre part, on a évidem m ent

(n) ^  L ( r l b -
E n utilisant (9), (10) et (11) il suit que

L (ï ft\ ) = dx (xo ’ xi> >
c’est-à -d ire  y \{\ est un  segment de X-géodésique. Comme les points x 0 et x ,  ont été arbi- 
traires, il résulte que y est une X-géodésique. C.q.f.d.

Soit x  € X. L a  sous-variété X s’appelle géodésique en ;r, si chaque 
Y -géodésique tangente à X en x  est une courbe qui appartient à X. X s’ap­
pelle totalem ent géodésique si elle est géodésique en chacun de ses points.

Lemme j2.2. Soit X géodésique en x  e X  ( X C Y ) .  S i  y est une X-géodé- 
sique qui paß se p a r  ;r, y est une Y —géodésique.

Preuve. E n effet, soit T  la Y-géodésique m aximale tangente à y en r .  Alors, d ’après 
le lemme 2.1, T est une X-géodésique, c’est-à-d ire  T e X .  T  étant maximale, il résulte que 
y c T .  C .q.f.d.
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THÉORÈME 2.1. S i  Y  est une Cr-variète riemannienne (r >  3), connexe, 
complète et de courbure sectionnelle partout negative ou nulle , pour tout y  € Y 
Vapplication exp^ : T^Y Y est un revêtement surjectif.

Preuve. On peut trouver la dém onstration de ce théorèm e par exemple 
dans [4]. P u isqu’on utilisera quelques résultats qui paraissent au cours de 
la dém onstration nous la donnerons plus loin. Grâce à la com plétitude on 
peut définir f  =  exp^ sur T^Y tout entier. On sait [3] que f  est une appli­
cation de classe Cr~~2. D ’autre part on sait [4] que

T uf ( w )  =  Jac (« , T t y (w ) , K (w)) , u  € T^Y , ^ 6  T uTyY,

1-’application J a c : T Y x T Y x T Y  -> TY  étan t telle que Jac (u , v , z) soit la 
valeur en 1 de la solution a de l’équation

D2oc , ° , . . .
+  R ( a ,  =  o ,

avec /  (tu) =  c (t), oc (o) =  v, a (o) — z, pour u  , v , # e TY.  (Nous avons 
gardé les notations du § 1).

Nous pouvons définir pour TY  p ar rapport à V une structure riem an­
nienne par

g (E , F) =  g  (T t  y (E) , T t y (F)) +  g  (K (E) , K (F)) ,

où E , F eC°°(TTY ). Le plongem ent i : T ^ Y C T Y  induit de g une structure 
riem annienne g  sur T^Y, nom m ém ent pour u  G T^Y et w x , w 2 G T uT y Y nous 
avorïs

g ( w \ , w%) =  g  (K T i  ( w i ) , K T i (w f j ) .

L a structure riem anienne g  est complète car elle coïncide avec celle q u ’on 
obtient en considérant T^Y comme un espace de H ilbert pour le produit 
intérieur gy et en identifiant T^T^Y et T^Y au moyen de K.

On m ontre que dans nos hypothèses

'C12) g  (Tu f  > T « /  (w)) >  #  (w ,w )  , pour tout w  G T uTyY  .

M aintenant nous rem arquons que Si (u / \ v)  < 0  si et seulement si
o

(R^ (v , u) u  , v)y <  o pour tout y  e Y, u  , v e T^Y .

On considère la fonction réelle des valeurs réelles

t  g  (a (f) y (0) =  h 00 •
Alors on a 

et
7 / / / , \  „  d / D e c  \  /  D 2 oc \  i Da Da \
h W = 2 d7 s f r  - a) = >a) + 2f s r  > -5r) =

=  2 *  C—  R (a - >a) + 2 g  ( - ^  > “ r  ) •
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On rem arque donc que

(13) h " ( t ) >  o

et que h (o) =  h'(o) =  o, puisque a (o) =  T ty (w) =  o. En appliquant la 
formule de Taylor à la fonction h (/):

1
h ( t )  =  h (o) +  th'(o) +  tL  h"{o) + J ( i  —  s) h"(st) fi

0
et en tenant compte de (13) on obtient

h {g >  £ * " ( 0 ) ,

d ’où, en particulier pour t =  1,

(a (1) , oc (0 )  >  (o) , —  (o))

c’est—à—dire bien l’inégalité cherchée (12).
(12) m ontre que (Tu/ ) ~ 1 est localement bornée au-dessus de Y. Mais 

alors, en vertu de la Proposition-Corollaire 3.12. [4, p. 23], il résulte que /  
est un revêtem ent surjectif.

COROLLAIRE. S i  X est une Q/—variété riemannienne (r >  3) simplement 
connexe, complète et de courbure sectionnelle partout négative ou nulle , elle est 
alors difféomorphe avec un espace de Hilbert.

D ans ce cas tous deux points peuvent être joints par un segment de 
geodésique (unique) dont la longueur est égale à la distance entre ces points. 

Pour y  € Y on note

Br (y ) =  {z  € Y I dY (z , y) <  r  } 
et (r >  o)

(y) =  {z  e Y I dY (z , y )  =  r } .

Soit m ain tenant Be(y) un voisinage sphérique norm al de y, c’est à-d ire  
Bs (ÿ)  qst difféomorphe à la boule ouverte S 8 (o) =  {v e TyY  , 0  <  J v j| <  z} 
de T^Y, p ar l ’application exp. Si r < z ,  alors Sr (y) est l’image de la boule 
IM! =  r  de T yY  par le difféomorphism.e exp,,. De cette manière, Sr (y) est 
une sous-vaçiété de Y : S r ( j / )CY.

L emme 2.3. S i  r <  z, alors toute géodésique y ayant Vorigine dans y  est 
orthogonale a Sr (y)  dans le prem ier po in t de Vintersection.

Preuve. Supposons que la géodésique y est param étrisée par rapport à l ’élément d ’arc, 
considéré de point y ,  et soit v  son vecteur tangent en y .  Soit 2  la sphère unité de T^Y. 
Alors on a jj v  j| =  1, c’e st-à -d ire  v  e  2 , et le segment de géodésique y de y  au prem ier point 
d intersection avec Sr (y) est donne par y (s) =  exp (sv) (o< s <  r). Soit w  le vecteur tangent 
à Sr (y) en y (r). Il existe alors un  vecteur unique w 0 tangent à 2  en v, tel que

T(r>&) 9 (o , w 0) =  w  , où 9 ( t , v) — exp (tv) .

De là suit que

g  (TrY ( e t )  ’W) =  ^ * g )  ( ( Ì  ’ °) > <° >w é )  =  °  • C.q.f.d.
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On suppose m ain tenant que Y est une Cr-varié té  riem annienne, simple­
m ent connexe, complète et de courbure sectionnelle partou t négative ou 
nulle et soit y  E Y. Dans ces conditions il arrive le

LEMME 2.4. S i  y  : t  -> y 00 (o <  t  <  /) est un  segment de courbe parame­
trise p a r rapport à la longueur d'arc , qui ne contient pas y , alors

d t COSÀ,

oil p a r  X nous avons noté V angle entre la courbe y  et la gêodêsique qui jo in t le 
poin t y  à y  (o) en y  (o).

Preuve. On considère le point T ^ c T - jY  tel que expj, F (t) =  y (t). On note par dT Y
y

la distance définie sur l’espace TyY. Alors on a

d_
d t

dY (y ( t ) , y ) t
=  lim V  [dY (y (t ) , y )  — dY (y (o) , y)]  =  

0 t -> 0 t

=  lim 
t ->o

i
2^y (y(°) , y ) t

\ dY (y (t ) , y \  —  dY (y (o) , y)]  =

- , 1™

TyY  étant un espace de H ilbert, on a

4,Y  (r  W . y) — 4 yY (r  (°). y) =  rf? y (r  (o), r  « )  +

-j- 2 dT y  (r  (o) , y)  dT y (r  (o) , r  d)) cos A (t) ,
y y

où A (t) est l’angle entre les droites ( y  , T  (o)) et ( r  (o) , T  (/)). Puisque exp^ est un dif- 
féomorphisme global (voir le Corollaire du Théorème 2.1), l’application t  -> T(/) (o < t <  l) 
est un  segment de courbe. On note par w  le vecteur tangent à cette courbe en T  (o), par 
a (r) la longueur de cette courbe de F(o) à r(*) et par A l’angle entre w  et ( y  , T(o)). Alors

d ’où suit que

V (r (0) ’ rW)  r  a «lim ----------------  =  i , lim  — == i ,
t -> 0 g (t) ' " "

lim 4 4 Y <T(o) ,r(*)) = 0 .

Donc ,
d

-fo âY (y(t) , y ) =  lim — dT y  (F (o) , F (t)) cos . A (t) =  [ w  || cos A . 
.*=0 t-> 0 1 y

D ’autre part il faut observer q u ’on puisse écrire w  — wq +  w\  où wo a la direction de 
la droite (y , F  (o)), et w\  est orthogonal à cette droite. De la dém onstration du lemme 2.3 
il résulte que le vecteur T r ^  exp (wi) est orthogonal à la  géodésique qui joint y  à y(o), en 
y (o). C’est pour cela de même que de |j T r ^  exp (wq) | =  jze/oj il résulte que

I w  J cos A =  || T r ^  exp (w) |j cos X =  cos X C.q.f.d.

Lemme 2.5. Soit Y une C°°-variété riemannienne de courbure sectionnelle 
partout négative ou nulle et y  E Y. Soit Uo un sous-ensemble ouvert de T yY 
étoilé p a r rapport à V origine, tel que Vapplication exponentielle exp^ : Uo -> Y
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soit de classe C°° dont la différentielle T u exp^ soit une application hiunivoque 
pour chaque u  € Uo. Alors

(14) ( T„ expy (w) I >  I w  ! ,

où u  E Uo, et w  est un  vecteur tangent à Uo en u.
E n  particulier

L (exp, o T) >  L  (T) , 

pour tout segment de courbe T de Uo, où on a noté p ar  L  la longueur d'arc.

La dém onstration reprend des détails techniques déjà présentés au cours de la preuve 
du Théorèm e 2.1. En conséquence on peut l’omettre. Seulement il faut observer que l’iné­
galité (14) se réduit à (12).

T h é o r è m e  2.2. Soit Y une C°°—variété riemannienne complète, de cour­
bure sectionnelle partout négative ou nulle et soit V une sphère normale convexe 
de Y (c’est-à -d ire  une sphère ayant la propriété que tous deux points de V  
peuvent être joints par un segment de géodésique unique qui se trouve en V dont 
la longueur est égale à la distance entre ses bouts). Soit ABC un triangle en V, 
dont les angles sont égaux à A  , B , C, les côtés étant des géodésiques de longcters 
respectivement égales à a , b , c. A lors

(15) cd S  U1 —  2 ab cos C <  c2 ,

et

(16) A  +  B +  C <  re .

Preuve. Soient ya , y0, y c les géodésiques qui déterm inent le triangle ABC 
et soient Ta , Tè} les segments de courbe correspondants de l’espace tan ­
gent TcY, c’e st-à -d ire  expc °TÆ =  ya etc. Soit To le segment de droite de 
T CY qui joint les bouts du segment T c. Posons yo =  expc°Fo. Alors on a

<2 — L  (Ta) =  L  (ya) ,

b =  L  (r,) =  L  (y,) ,

L  (To) <  L  (C ) , L 2 (r0) =  a2 +  b* —  2 ab cos C ,

parce que l’angle entre Ta et Tò est C.
M aintenant, en tenan t compte de l’hypothèse et du lemme 2.5, il résulte

que
L (rf) <  L  (expc ° C ) =  L  (y,) =  c ,

d ’où suit (15).
Enfin pour m ontrer (16) observons d ’abord qu ’en vertu de la manière 

qu ’on a choisi V, on a a =  dy (B , C) , b — d \  (C , A) , c — dy (A , B) et, 
par conséquence, chaque longueur a , b , c ne dépasse pas la somme des deux 
autres. A  cajise de cela il existe un triangle plan usuel dont les côtés sont 
respectivem ent égaux à a , b , c. En notant les angles de ce triangle par 
A ', B', C', alors en vertu de la propriété (15) on*a A  <  A' ,  B<ÇB' ,  C <  C'. 
M ais comme A ' +  B ; +  C ; =  n, on obtient l’inégalité (16).

19. — RENDICONTI 1969, Vol. XLVII, fase. 5.
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T h é o r è m e  2.3. Soit Y une C°°-variété riemannienne complète, simple­
ment connexe, de courbure sectionelle partout négative ou nulle. So it X une sous- 
variété ferm ée  ( X C Y )  totalement géodésique de Y . A lors , n'importe quel soit 
x  € X, /æ afe fibration normale de Vapplication d'inclusion i  : X -> Y
en x  est formée p a r  la totalité de Y-géodésiques orthogonales à X en x.

Preuve. Pour dém ontrer ce théorèm e il suffit de m ontrer que pour tout 
x  e X ,  l’ensemble des géodésiques orthogonales à X en x  constitue une sous- 
variété fermée N* de Y et que chaque y  € Y  appartient à une telle sous- 
variété.

Vérifions d ’abord la prem ière affirmation. Soit exp^ : T^Y -> Y l’appli­
cation exponentielle définie dans un point x  e X  et soit Hx le complément 
orthogonal de l’espace tangent T*X. dans  T*Y. Hx est isomorphe à l’espace 
quotient T xY / T x X,  parce que T*X  est un facteur direct en T*Y. L ’appli­
cation d ’inclusion i  : X -> Y étan t un plongem ent fermé, il résulte q u e ' X  
est complète et comme les X -géodésiques sont aussi des Y-géodésiques 
(lemme 2.2) il résulte que

X =  exp*(T*X).

P ar définition, N* =  exp^ (H r). Parce que exp^ est un diiféomorphisme 
(le Corollaire du Théorèm e 2.1), il résulte que X x est une sous-variété termée 
de Y.

Pour vérifier la deuxième affirmation, considérons m aintenant un point 
y  £ Y, tel que y ë X .  Parce que X est un sous-espace fermé il résulte q u ’il 
existe xo € X qui se trouve à la m oindre distance de y.  M ontrons que y  € N * , 
c’est-à  dire l’unique géodésique y qui joint y  à xo est orthogonale à X. 
E n effet, si c : t-> c (f) est une courbe quelconque de X, alors en vertu du 
lemme 2.4 on a

—  d Y (c (t) , y )  =  cos oc (t) ,

où oc (f) est l’angle entre c et la géodésique qui joint y  à c (t). Donc, si la géo­
désique qui joint _y à X est orthogonale à X, alors il faut qu ’elle coincide 
à y, parce que en vertu du Théorèm e 2.1 la somme des angles d ’un triangle 
géodésique de Y ne dépasse pas n. C.q.f.d. 3

3. D é m o n s t r a t io n  d e  (B ).

M aintenant nous allons dém ontrer un autre résultat annoncé dans l’in­
troduction, nom m ém ent le

THÉORÈME 3.1. S i  Y  est une C°°-variété riemannienne complète, simple­
ment connexe, de courbure sectionnelle partout négative ou nulle et K est un  
groupe de L ie compact qui opère principalement sur Y  comme groupe de iso­
métries, les transformations de K ont un poin t fixe  commun.
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Preuve. Sans restreindre la généralité on peut supposer que Y est un 
espace de H ilbert séparable H (le Corollaire du Théorèm e 2.1). Soit alors 
du (x  , y) — J y  —  x  |J la distance définie par la norm e de H et soit p. une 
mesure invariante à gauche, positive sur K (la soi-disant m esure de H aar) 
normée par la condition

[L (dk) = i .
K

Choisissons x  e H  et considérons la fonctionnelle réelle non négative 
F  : H -> R > 0 , définie par

F (y) =  J \ y  — ? ( k , x) P p (dk) ,
K

où 9 : K X H  - > H note l’action de K sur H. L a fonctionnelle F  tellem ent 
definie est convexe. En effet, en tenant compte de l’inégalité de Schwarz et 
et de l’inégalité

ib i <p(A x)\  \ y 2 — y ( k ,  x)\  < - [ ( y i  ■— <p (>è, x ) f  +  I y 2 —; <p (k, x ) f ]  

on a

F [tyx +  (1 — X) y 2) =  j  f tyx +  (1 — X) y 2 '— 9 (k , x) j|2 [x (àk) <
K

<  x2 I II y x —  9 (k , x) I2 [I (dk) +  2 X (1 —  X) f  j y x — 9 (k , x)  I •
K K

•lys — ?(>ê,*)|| M.(d>è) +  (1 — X)2 J  IT2 — 9 ( i,A :)f  [jl (di) <
K

<  X2 F (y i) +  X (i -  X) [F(yO  +  F ( j /2)1 +  (1 -  X)2 F ( y 2) =

=  XF(yO +  ( i — X) F( y a) ,

°ù  Xi > T2 6 pour tout X € [o , 1]. Observons aussi que F  est continue sur H 
et encore que. F  (y) -> +  00 lorsque | y  || -> -f  oo, parce que la m esure de K 
est finie. M ais alors la fonctionnelle F  adm et un m inim um  sur H, c’e s t-à -  
dire il existe un y 0 E H  tel que F  (y) > F ( y 0) pour tout y  EH.  En tenant 
compte m ain tenant que les éléments de K opèrent comme des isométries 
sur H, on a

F  (9 ( k  , y 0)) =  F  (y0) , pour tout k E K .

M ontron^ m ain tenant que y Q est le point fixe cherché, c’est-à -d ire  que 
9 (k , yo) =  y 0 pour tout k  E K. Pour cela il suffit de vérifier que

(17) F ( y ) > F ( y 0) J pour tout y=j=:y0 de H .
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En effet, si par absurde on supposait que 9 (k , y 0) =J= y 0, en vertu de la con­
vexité de F, on obtiendrait

F (— t L — ) <  T  (F (? (£ > Vo)) +  F (y0)) <  F (y0) ,

ce qui est impossible à cause de (17).
Soit alors y=j=y0 et soit t  ~ ^ y t — y 0 +  t ( y — y 0) (o <  / <  1) la droite 

qui joint y Q k y.  Si 9 (k , x)  =j= y t , soit \ t (k) l’angle entre les droites (y t , y)  
et (9 (k , x) , y t). En vertu du lemme 2.4 on a

(18) _d_
d à (y,,<p (k ,x) )

2 du  (y, , f ( k ,  x )) cos \  (.k) 
o

si =f=yt
si <p ( k , x ) = y t .

M ontrons que la fonction

G ( t ,  k) =  —  d u ( y t , <P (k,  x ) ) , ( t e  [o , 1] , / èeK)

est continue en chaque point de forme (o , k) (JtE K). Il est évident qu ’alors G 
est continue sur [o , 1 ] X K.

Soit Ki F ensemble (fermé) de ces éléments k  € K, tel que 9 (k , x) =  y 0 
et on note par K2 le complément de Ki dans K. L ’application k -> 9 (k , x) 
(x  fixé) de K en H  est de classe C°°. D ’autre part il est évident que la fonc­
tion ( t , k) -> cos \  (k) est continue en (o , ko), si ko € K2. Soit m aintenant 
ko 6 Ki et soit une suite (tn , k n) qui converge vers (o , ko). E n vertu de (18) 
on ä

I G ( t , k). I <  2 du  ( y t , 9 (k , x)) ,

d ’où il résulte que G (tn , kn) -> G (o , ko), parce que du  (y tn y ? (K  > x ))
-> du (y0 y 9 (k0 , x)) — o. De telle manière la continuité de G est prouvée. 
De cela il suit que la fonction t  -> F ( y f) est dérivable et sa dérivée peut 
être obtenue en dérivant purem ent et simplement sous le signe d ’intégrale. 
Pu isqu’on obtient le m inim um  dans le point t  =  o, de (18) suit

J d u  (Xo > 9 ( ß  >x ) )  cos 0̂ f i )  ^ (d^) ~  0 •
K 2

En tenant m aintenant compte qu ’on se trouve dans un espace de H il­
bert, on a

da  ( y ,  <p(é,x)) =  d à ( y 0 , <$>(k,x)) + V h O 0 , y )  —  2 dH( y 0 , <p(À,x))- 

• dH ( y 0 , y)  cos (tc —  Xo (k)) , pour k  6 K2 ,

d ’où, par intégration, on obtient

d u ( y >?(£,*))  K d^) = du ( n  > 9 (k >x )) ^ (d^) +  du  ( y 0 » y) jx (dk) .

k 2 k2 k 2
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Si k 6 Kl cette égalité est triviale. E n som m ant ces deux égalités, on obtient

d ’où
F (y)  =  F Oo) +  ^ ( y > S o )  >

F(_y) > F ( y 0),  pour tout y  =j= y 0 de H . C.q.f.d.
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