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Geometria. — Alcuni k—archi completi di un piano di Galois di
caratteristica due®. Nota di CLaupio D1 ComITE, presentata “¥ dal
Socio B. SEGRE.

R1ASSUNTO. — In a Galois plane of order 2%, with 4> 8, complete 4-arcs are constructed,
with 2= 2""14 2 for 4 even and 4 =2""1+4 3 for 4 odd.

1. — In un piano di Galois Sy, (cioé in un piano proiettivo sopra un
campo di Galois y di ordine ¢), con ¢ = 2% le ovali (archi di S;,, di ordine
massimo) contengono, com’¢ noto (B. Segre [5]), ¢ + 2 punti. Un esempio
di ovale si ottiene aggregando ad una conica non degenere il suo nucleo
(B. Segre [2], [3], [5], [6]). Per 2= 75 e per 2> 7, mediante una curva
rappresentata in coordinate non omogenee (x,y) dall’equazione

(r.1) y=4x,

con 7 = 2¢, g intero opportuno, sono state costruite (B. Segre [3], [4], [5],
[6]) ovali che non possono ottenersi aggregando ad una conica il suo nucleo.

Si hanno esempi di A-archi completi di Sg, che non sono ovali, oltre
che per particolari valori di 4 (B. Segre [3], M. Scafati [8]), per # > 5 dispari,
nel qual caso ¢ stata provata (M. Tallini Scafati [9]) Uesistenza di (g + 4)/2—
archi completi.

In questo lavoro, mediante una curva (I.1) con » = 3, si costruiscono
in Sy, (g + 4)[2—archi completi, per % > 8 pari, e (g + 6)/2—archi completi,
per 2 > 9 dispari. A

2. — In un piano di Galois S;,, con g = 2% si consideri la cubica C?
rappresentata, in un sistema di coordinate omogenee (x;, %y, x3), dall’equa-
zione.

8+ x2x, = o.

Si verifica facilmente quanto segue: la cubica C* & irriducibile, ha un
punto doppio in Oz (0,0, I) con tangenti principali coincidenti con la retta
di equazione x; = 0, ha un flesso in Oz (0, 1, 0) con tangente la retta di equa-
zione x3 = 0; i restanti ¢ — 1 punti di C* in S, sono semplici non di flesso
e la tangente in ciascuno di essi passa per il flesso; i ¢ punti di C* diversi
da Og hanno coordinate (e, 1,43, con »€v; indicato con P (x), per ogni
u €y, il punto di coordinate (u,1,#3), tre punti distinti di C*, P (»), P (v)
e P (w), sono allineati se e solo se

(2.1) u+v+w=o.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Contratto di Ricerca del C.N.R.
« Geometria, Algebra e Questioni Connesse ».
(**) Nella seduta del 15 novembre 1969.
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E noto, cfr. [5], [6], che un elemento # € v si dice di prima o di seconda
categoria a seconda che I'equazione 22 4 x + z = 0 ammetta o non ammetta
soluzioni x in vy. Indicati con y; e vy, rispettivamente I'insieme degli elementi
di prima categoria e I'insieme degli elementi di seconda categoria, & ben noto
che y; e v, contengono ciascuno ¢/2 elementi e che la somma di due elementi
di una stessa categoria ¢ un elemento di prima categoria, mentre la somma
di un elemento di prima categoria e di un elemento di seconda categoria
¢ un elemento di seconda categoria.

Allora, la somma di tre qualunque elementi di y, & un elemento di v,
e quindi, poiché lo zero appartiene a y;, non pud mai essere nulla.

Si conclude che:

PROP. 1. — L'insieme costituito dai punti Os, Qs ¢ dai punti P (w), con
u €Yy, & un (g + 4)[2—arco K di Sy ,.

3. — Si proverd che:

PROP. 2. — Per il punto O1 (1, 0, 0) passa una secante di K se ¢ solamente
se & e pari.

Poiché 0103 ¢ la tangente cuspidale della cubica C3, le rette congiungenti
la cuspide Os con i punti semplici di C? non passano per O . Inoltre, si verifica
subito che O ¢ allineato con i punti P () e P (v) di C3, con u,v €y e u==0,
se e solo se

(3.1) #? 4+ uv + 22 = o.

E noto ([5], [6]) che I'unity di y appartiene a Yo se e solo se % & dispari.
Ne consegue che, se % ¢ dispari, non esistono due elementi distinti z e v di v
tali che sia soddisfatta la (3.1).

Si conclude che, se % ¢ dispari, le rette congiungenti punti distinti di Cg,
e quindi in particolare le secanti di K, non passano per Oi.

Se /4 & pari, si proverd che esistono due elementi distinti # e v apparte-

nenti a v, i quali verificano la (3.1). A tal fine, detto » un elemento di y tale
che

(3-2) 4+r4+1=o0,
¢ sufficiente 'determinare due- elementi # e v di y, tali che
(3-3) u=uvr

(¢ evidente che se # e v appartengono a y, e verificano la (3.1) o la (3.3), essi
sono distinti). o
Allora, fissato ad arbitrio un elemento # di v, e posto

(3-4) @) =2+x+¢ , g=12+y+¢

si consideri, in un piano affine di coordinate (x,y) associato ad S,,, la
conica C? di equazione

J@x) +7g(y)=o.
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Si verifica facilmente che C? & non degenere. Dette (x,, ¥o) le coordinate
di un suo punto proprio Q e posto u = f (x,) , v = g (¥,), poiché Q €C? gli
elementi # e v verificano la (3.3); inoltre #, essendo somma di 22+ x, €Y,
e di Z€vy,, € un elemento di y,, analogamente risulta v € y,. Si conclude che
Oy ¢ allineato con i punti P (x) e P () di K.

Si provera ora che:

PROP. 3. — Se ¢t = 8 (h pari o dispari), per ogni punto di S, diverso
da O1r passa una secante di K.

Sia T un qualunque punto di S,, diverso da O;. Se T appartiene alla
retta 0203, per T passa una secante di K (la retta O20s). Si supponga dun-
que T €0203 e siano (1, a,8) le sue coordinate; essendo T == 0y, risulta
(@,8) =, o0).

Supposto a==0 e & =0, si verifica subito che, se a~! € vy, T appartiene
alla secante O3 P (a71), e, se a1 €vy; e a6 =1, risulta T = P (a~1) e quindi,
per la (2.1), per ogni « € y,, T appartiene alla retta P () P (a=1 + u), secante
di K.

Si supponga allora che, se @ e 4 sono entrambi non nulli, sia @1 € v,
e a?b=1.

Si verifica subito che T ¢ allineato con i punti P (z) e P (v), con u, v € Yo
e u==v, se > solo se

(3-5) Wt uv + 0?4 anv (w4 o) + b=o.

Allora, fatte le posizioni (3.4) con 7€ y,, per ogni ¢ €y risulta, come si
¢ visto, f(c) €y, e g(c) €yy; inoltre si ha () =g(c"), con ¢, ¢’ €v, se e solo
sec=c¢ o0c+c =1.

Si consideri ora in un piano affine associato ad S,, di coordinate (x,»)
la curva I' di equazione

@R +/f()e) + g+ af @) g W) [F(®) +g (0] + é=o,

e si distinguano i casi seguenti:

(1) a==0 , b=ko;
(2) asf=0 , b=o0;
3) a=o0 , b=o.

. Nel primo caso, come si pud verificare, I' ¢ una curva irriducibile del
sesto ordine la quale ha come unici punti multipli i punti O1, Oz e A (1, 1, 0).
- Tutti e tre questi punti sono doppi per I'; i primi due hanno tangenti princi-
pali coniugate in una estensione quadratica di y, mentre A ha tangenti prin-
cipali distinte in vy.

I" ha ora conseguentemente genere 7 e, detto N il numero dei suoi punti
propri, per una formula di Hasse-Weil, cfr. [10], [11], risulta

(3-6) IN+2—(@+ 0| <147g.
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Dalla (3.6) segue
3.7) N=g—r14Yg—1

e quindi, per 42 > 8, si ha N> 31 @,

Nel caso (2), I' ¢ una curva del sesto ordine irriducibile la quale ha come
unici punti multipli 7 punti doppi a tangenti principali distinte, e precisamente
i punti Or e Oz, ciascuno dei quali ha tangenti principali coniugate in una
estensione quadratica di v, il punto A (1, 1,0) a tangenti principali distinte
in y, se 27! € yy, e coniugate in una estensione quadratica di vy, se a~1 € y,,
ed i4 punti aventi per coordinate, in una estensione quadratica di v, le solu-
zioni del sistema f (x) = ¢ (¥) = o. Allora I" ha genere 3. Detto N il numero
dei suoi punti propri e supposto 4 = 8, per la formula di Hasse-Weil gia men-
zionata, risulta

N > 1309, se a"lexy,
N > 161, se aley,.

Nel caso (3), I' & una curva irriducibile del quarto ordine, priva di punti
multipli, tangente alla retta x3 = 0 nei due punti di coordinate (1,7,0),
(1,74 1,0), con 7 elemento soddisfacente la (3.2) e quindi appartenente
a 'y, se 4 ¢ pari, e ad una estensione quadratica di v, se 4 & dispari.

Allora, detto N il numero dei punti propri di I' e supposto % > 8, per
la suddetta formula di Hasse-Weil si ha

N > 13509, se /% & pari,
N > 161, se /4 ¢ dispari.

In ciascuno dei tre casi esiste quindi un punto proprio Q di I' di coor-
dinate (¥, %) non appartenente alle due rette aventi rispettivamente I'equa-
zionex +y=o0ex+y—+1=o0.

Posto u = f(x9) e v = g (), risulta, come gia si & osservato, u, v € yy;
inoltre, poiché Q €I, gli elementi % e v verificano la (3.5) e, poiché Q non
appartiene alle rette di equazioni x +y =0 e x + ¥+ 1=o0, si ha
u==v.

Si conclude che T appartiene alla secante P (x) P(v) di K, onde resta
completamente provato ’asserto.

Dalle proposizioni 2 e 3 segue subito che:

PrOP. 4. — Per 2> 38, se hoo pari K ¢ un (g + 4)/2—arco completo di
Se., Se k& dispari, aggregando a K il punto O1, si ottiene un (g + 6)[2—arco
completo di S,,,.

(1) Si noti che per z = 7 il secondo membro della (3.7) risulta negativo.

18. — RENDICONTI 1969, Vol. XLVII, fasc. 5.
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