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Geometria. — Trasformazioni W di Fubini delle superficie 
isotermo-asintotiche e teorema di permutabilità del Bianchi. Nota (*} 
di F ro im  M arcus , presentata dal Socio B. S e g r e .

RÉSUMÉ. -— On donne une interprétation géométrique de la condition de Fubini afin 
que toutes les surfaces du théorème de perm utabilité de Bianchi pour une surface isothérm o- 
asym ptotique soient isotherm o-asym pthotiques.

On fait voir comment il faut énoncer le théorème de perm utabilité de Bianchi et le 
théorèm e réciproque relatif, dans un cas im portant.

i. H teorem a di perm utabilità del Bianchi relativo alle congruenze W  
si enuncia di solito così (ved. per esempio A. Terracini [ 1 ]):

Se, a partire da una superficie S, se ne costruiscono due trasformate per 
congruenze W  , Si e S2, esistono oo1 superficie S12, che sono contemporaneamente 
trasformate asintotiche comuni d i Si e d i S2.

Proiettivam ente il teorem a è stato dim ostrato da G. Fubini [2] m ediante 
il suo metodo per lo studio delle congruenze W.

Per chiarezza, darem o anzitutto un riassunto di questo metodo.
Sia S una superfìcie che sia la prim a falda focale di una congruenza W  

e u  , v i param etri asintotici. La seconda falda focale S della congruenza 
viene descritta dal punto x  dato dalla

In  memoria della mia cara Daisy.

( 1 . 1) X  =  \LX +  2 (A x u +  Bx„)

dove A  , B sono due soluzioni del sistema

(1.2) K  =  —  By ; Bb =  —  Aß ,

e

<i-3) (A =  —  K —  A 0k —  B„ — B6,

Per conoscere i coefficienti del sistema

(M )
Xuv — 6ux u "b $XV "T Pii* ,

Xvv ~  Y X U +  ®vXv +  p2 2X i

(*) Pervenuta alFAccademia il 4 ottobre 1969.
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che determ ina la seconda falda focale, Fubini introduce le tre funzioni N , S , T 
definite dalle

( 1.5)

dove

(ï.6)

Si ha così:

N — X(X +  2 A  ([A* 4 - 2 A fin )  — 2 B (fi  ̂ +  2 Bfi22) >

s  = 2 A T =  — Ny
2 B

A u AQU -f- B v Bò^ .

( i -7)
0 =  0 +  log IN I ; ß =  —- ß — 2 B N Y ~  T 2 A  ^j“ ’

XS — X
P 11 =  ^ 1 1  +  -  ; p22 =  n 22 +  ^  - j f  ’

N dovendo anche soddisfare l’equazione fondamentale, detta equazione in N,

(1-8) N„0 +  4 -  ßNo +  4  yN. .

2. Due superficie falde focali di una stessa congruenza W  diconsi tra ­
sform ate W  l’una dell’altra. Per la dimostrazione del teorem a di perm uta­
bilità del Bianchi, Fubini considera due congruenze W  aventi una stessa 
falda focale S. Siano Si ed S2 le seconde falde focali descritte rispettivam ente 
dai punti x x e x 2, e A* , B*- , p,*- , X* , N* , S* e T* (i =  1, 2) denotino gli elementi 
caratteristici delle due congruenze.

Se z x , z 2 sono due costanti, anche A  =  z iA x f i  z 2A 2 e B — ^iB i +  z 2 B 2 

soddisfano alle (1.2) e perciò determ inano ancora una congruenza W. Il re la­
tivo valore di N è [2]:

(2.1) N =  4  Ni +  z i  22 N12 +  z \  N 2 , 

dove Q-)

(2.2) N 12 =  N 21 =  Xx [x2 -j- 72 -j~ 8 (A t A 2 fin  — B x B 2 p 22) +

m entre i valori corrispondenti di S e T  sono le funzioni lineari in zi , Z2 : 
S — -s'i'Si f i  z 2 Sa, T  =  z{Fx -f- ^2^2

D a S e T  — — e dalle espressioni di A  , B e di (2.1) si ha
2 2 Jb

/ \ 3Ni-2   A2 3Ni t Ai 9N2 < 3Ni2 __ B2 3Ni Bi 3N2
du Al du A2 du ’ dy Bl CV ‘ B2 dv

(1) A pagina 280 del primo tomo di [3], occorre fare una correzione di segno nella 
form ula (1).
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Ciò ha suggerito al Fubini Pidea d ’introdurre due funzioni cu , Q tali
che

coincidono, e che il punto x\2 =  X21 si trova nel piano tangente alla superfìcie Si 
in x 1 e, parim enti, anche nel piano tangente ad S2 in V2. Di più, le rette 
congiungenti x± e v2 ad x±2 descrivono due congruenze W.

Poiché co è definita dalle (5) a meno di una costante arbitraria, risulta 
che le oo1 superfìcie Si2 si ottengono da S componendo le due date trasform a­
zioni W. Ne discende il risultato di Fubini:

Se S e trasformata W  di altre due superficie Si e S2, esistono oo1 superficie Si2 
che sono trasformate W  sia di Si che di S2, ed anche d i tutte le oo1 superficie 
trasformate W  della S mediante le congruenze W  definite dalle A  =  z t A x +  z 2A 2 

e B =  z t +  z 2 B2 .

I valori di N per le congruenze (xx ,x 12) e (x2 , x 12) si calcolano [3] m e­
diante le:

3, Secondo Fubini, tu tte  le superfìcie isoterm o-asintotiche sono falde 
focali di una congruenza sulle cui falde si corrispondono le linee di Darboux. 
U na superfìcie isoterm o-asintotica è falda focale di oo6 congruenze di questa 
specie, la cui seconda falda focale è ancora isoterm o-asintotica. T utte  queste 
congruenze sono congruenze W. Questo teorem a dà una trasform azione per 
congruenze W delle superfìcie isoterm o-asintotiche per cui la sig.ra Ragazzi [3'] 
ha dim ostrato m etricam ente il teorem a di perm utabilità <2>. Sia S una super­
fìcie isoterm o-asintotica e siano Si e S2 due trasform ate per congruenza W  
della S. Dalle (2.3) si deduce im mediatam ente:

(2) Si può notare che, nella dimostrazione, la sig.ra Ragazzi impone una certa condi­
zione analitica senza interpretarla geometricamente.

(24) Ni2 =  o> 4 - Q ,

le funzioni co , Q essendo definite dalle:

(2-5)

Può cosi dim ostrarsi che i punti

(2.6)
X21 = f ì x  + — h.X2 — 2 Ai

(2.7)

(3-i)
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dove k i , C sono costanti e le relative superfìcie del teorem a di perm utabilità 
si trovano senza quadrature se =f= o. Se Si e S2 sono superfìcie isoterm o-
asintotiche, tra  le superfìcie S12 del teorem a di perm utabilità ve n ’è una sola 
isoterm o-asintotica, che si determ ina senza quadrature [3].

Se e soltanto se N12 =  o, allora le oo1 superficie del teorema d i permutabilità  
determinabili per quadrature, sono isotermo-asintotiche [3].

Ci proponiam o di dare u n ’interpretazione geom etrica di questa condi­
zione.

JSia^S una superfìcie generica (non rigata), riferita alle sue asintotiche, 
ed Si , S2 denotino due trasform ate per congruenze W  della S, generate 
rispettivam ente dai punti x\ , *2.

Al variare di u  , v, la re tta  x i X2 descrive generalm ente una congruenza 
a falde focali distinte. I punti focali della re tta si ottengono dalla:

(3-2) +  R^2)   a*j   t ^2 =  0 •

Dalle (1.1), (1.2), (1.3), (1.6), osservando che (x  , x u , x v , x uv) =4= °, risultano 
le condizioni:

(Bi f i  B2 R) du  +  (Ai +  RA2) dv =  o ,

2 Ai ex. f i  2 A2 t f i  (Xi f i  RX2) du  — o ,

(3.3)
7 2 Bi a +  2 B2 T —  (Xi +  RX2) d z ; - o ,

[V'iu +  2 A ip n  +  R +  2 A2_^h] du  -f-

+  [(Me/+ 2 B1A22 ~f" "R ({̂ 2 v~\~ 2 B2 'p^2) \à v  —  afji! — T-(X2 = 0 .

D alla prim a ed ultim a, tenendo conto delle altre due condizioni (3), e 
dalle espressipni di N i , N2 e da quella di N12 data da (2.2), si ottiene F equa­
zione in R

(3-4) N2R2 +  N12 R f i  Ni =  o ,

la quale determ ina i punti focali della congruenza (x± , Ä2). Si vede subito che, 
se e soltanto se N12 =  o, i punti focali sono coniugati armonici rispetto ai 
punti x i e X2- Pertanto:

N12 — o è condizione necessaria e sufficiente affinché i p u n ti foca li della 
retta determinata da due p u n ti che descrivono due trasformate per congruenza W  
d i una superficie S determinino assieme a questi un gruppo armonico.

Ciò perm ette d ’in terpretare geom etricam ente il risultato di Fubini sul 
teorem a di pérm utabilità per le superfìcie isoterm o-asintotiche nel modo se­
guente:

Se Si ed  S2 sono superficie isotermo-asintotiche trasformate W  d i una  
superfi.de S isotermo-asintotica, affinché tutte le oo1 superficie del teorema di
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permutabilità risultino isotermo-asintotiche occorre e basta che i p u n ti generici 
x± , ÖC2 delle Si , S2 dividano armonicamente i p u n ti foca li della retta che li 
congiunge.

4. Sia S una superficie generica. Il secondo punto focale -  che denoteremo 
con V12 =  X21 -  della congruenza W  determ inata dalle A  =  z±Ai - ( - ^ 2  e 
B =  zi Bi A  #2 B2, con z\ , Z2 costanti arbitrarie, è dato da:

X \2  —  X21 =  z i  x i  A  Z2 ^ 2  .

C orrispondentem ente si trovino, m ediante la dimostrazione del Fubini, le 
oo1 superficie S12 del teorem a di perm utabilità del Bianchi.

Se X12 coincide con uno dei punti focali della xi X2, per esempio con 
Xi A  Ri V2, allora

(4.1) ~R.i =  — ■

Allora dalla (3.4) risulta

(4-2) Ni z\ A  z iz 2 N12 A  N2 -8-1 =  0 ,

sicché, tenendo conto della (2.1), si ha

(4.3) N =  o .

Reciprocam ente, se N =  o il punto X12 — X21 coincide con uno dei punti 
focali della retta X1X2 . Infatti dalle (3.4), (2) allora segue:

(4.4) RN2 ( g - - R )  + N i ( R | i  - i ) =  o ;

e qpesta condizione è identicam ente soddisfatta se R  =  z f z 1 

R =jrrt(s'2/-s'i, dalla (4) si ricava:

(4 -5)
zi Ni 
zi N2

Supposto

Boiché dalle (3.4), (2) discende la R i A  R 2 =  —  4- —-1 ^  ? così neces-Zi 2’2'JN2
sanam ente una delle Ri , R2 risulta uguale a Z2/z± . Pertanto:

Affinchè si abbia N =  o, occorre e basta che il  punto X12 =  X21 coincida 
cón un punto focale della retta x \ #2.

Conseguentemente, la congruenza {x , X12) apparterrà  allora ad un com­
plesso lineare speciale.

Se di più N12 =  o, allora z\ Ni A  z\ N2 =  o onde la (3.4) porge 
R2 =*= —  Ri =  — —  . D alla zi Si A  z.2 S2 =  S e dalle (1.5) e (2.1) si ricavano le

#iN i u A  —.0 ; A2^iN i u +  Ai ̂ 2 N2 u(4.6) =  o
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e le analoghe

(4.6') 'S'iNiz, Z2N2V =  o zi I ^ N ^  -fi 22 BiN2z; =  o .

Siccome A i#i =|= z^Az  e 22 B2 =j= z\  B i , necessariamente N lu ~ N lv =  o; 
N 2* =  N 2z; =  o. Perciò

(4 -7) N x — c1 ; N a =  ca ,

onde le congruenze (xxi) , (xxf) e (ài x\f) , (x2 ^12) appartengono in generale 
a complessi lineari, sicché:

Le falde focali delle suddette congruenze sono superfìcie trasform ate 
Tuna nell’altra da una correlazione.

Ciò non avrà invece generalmente luogo se N12 =fi o.

A bbiam o visto sopra che, per qualsiasi scelta di z\ e 22, cioè in relazione 
a qualsiasi punto X12 =  X21 — #1 M -fi ^2 *2, si hanno oo1 superficie S12 deter­
m inate dai punti X12 =  X21; ebbene:

Se si vuole che nessuna delle S12 che corrispondono ai p u n ti foca li della 
retta X1X2 sia trasformata mediante una correlazione delle superficie Si e S2, 
si deve necessariamente supporre N12 -fi o.

Corrispondentem ente, il teorem a di perm utabilità si potrà form ulare così :
Se a partire da una superficie S se ne costruiscono due trasformate per  

congruenze Si e S2, tali che i loro p u n ti generici non form ino  un  gruppo  
armonico con 1 pun ti foca li della loro congiungente, esistono oo1 superficie S12 
che sono contemporaneamente trasformate asintotiche comuni d i Si e S2 .

In  questo caso, il teorem a di perm utabilità am m ette il teorem a reciproco 
che abbiam o dim ostrato in [4] e [5] e che si enuncia nel modo seguente:

Se le oo1- superficie (M è di una fam ig lia  sono trasformate per congruenze W 
di due superficie fisse  (Mo) e (M 2), tali che i p u n ti Mo e M 2 non separino armo­
nicamente i fuoch i della retta Mo M2, allora tutte le congruenze (M* Mo) e (M JM2) 
sono congruenze W.

5. Nella, precedente N ota [6] abbiam o dim ostrato il seguente teorema:
L na  coppia d i congruenze K , K ' stratifie abili in  un senso è doppiamente 

str atifi cabile y ossia è stratifi cabile, se esistono soltanto due superficie Y ' (e non  oo1) 
i cui p ia n i tangenti nei p u n ti d ì intersezione col raggio K ' passano per i l  raggio 
corrispondente d i K.

Per la  validità di questo teorem a bisogna supporre che i punti del raggio K ' 
che descrivono le due superficie Y r non separino armonicamente i fuoch i della 
loro congiungente.

11. — RENDICONTI 1969, Vol. XLVII, fase. 3-4.
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