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Analisi matematica. —- Sur le problème de D irichlet à singu­
larités données pour le plan m uni de coupures rectilignes alignées. 
N ota (*} di SoRiN G ogonea, p resen ta ta  dal Socio G. S ansone .

Riassunto. — In questa Nota si risolve il problema di Dirichlet per il caso di piano 
tagliato lungo alcuni segmenti disposti su una medesima retta, supponendo che la funzione 
cercata abbia nel suo campo di definizione delle singolarità isolate. Il problema è ridotto 
a due problemi di Riemann con singolarità per il caso dei contorni aperti che abbiamo risolto 
in [i].

1. D ans une Note précédente [1], nous avons résolu le problèm e de 
R iem ann à singularités données pour le cas des contours ouverts par une 
m éthode qui perm et de séparer la solution en deux parties bien distinctes, 
de sorte que la présence des singularités se m anifeste seulement dans la 
solution générale du problèm e homogène. Les résultats obténus sont suscep­
tibles d ’être appliqués à la résolution de certains problèmes aux limites à 
singularités données pour le plan m uni de coupures. D ans ce qui suit nous 
nous occupons du problèm e de Dirichlet.

2. Soit dans le plan complexe z  — x  iy les segments Ly : Ay By situés 
sur l’axe Ox,  leurs extrém ités Ay et By ayant respectivem ent les abscisses 
a3 et bj , ( j  =  I , 2 , • • •, p),  tel que a± <  b± <  a2 <  • • • <  ap <  bp . Soit E l’en­
semble de ces extrémités, leurs abscisses considérées dans un ordre arbitraire 
étant notées parfois par ck (k =  1 , 2 , • • - , 2 p).  Désignons par 3) le dom aine 
m ultiplem ent connexe dont la frontière L  est la réunion des coupures p ra ti­
quées sur Ly. Les côtés supérieurs des coupures (vers y  >  o) et ceux inférieurs

, •  ̂ , A _
seront notes respectivem ent par Ly et Ly , et soit L =  U Ly et L =  U Ly .

j =1 . S —1
Le problèm e de la déterm ination d ’une fonction holom orphe dans 3) 

connaissant les valeurs limites de sa partie réelle sur L, a été étudié par 
plusieurs auteurs en suivant des voies différentes. U n  procédé fondé sur la 
construction directe de la fonction de Green du dom aine a été développé 
par H. H ornich [2]. L a réduction du problèm e de Dirichlet à deux pro­
blèmes de R iem ann a été faite par N. I. M ouskhélichvili [3]. Son procédé 
a permis la division des solutions en classes par rapport à leurs com portem ent 
au voisinage des extrém ités et l’établissem ent des conditions d ’éxistence des 
solutions uniform es appartenan t à ces classes. De la sorte ont été précisés 
et généralisés des résultats plus anciens dûs à M.V. Keldich et L. I. Sédov [4]. 
En utilisant ces résultats obtenus dans un problèm e plus général, C. Jacob [5], 
a développé une m éthode de résolution qui a permis en même tem ps une 
étude détaillé des m ultiform ités de la solution (voir égalem ent [6]).

(*) Pervenuta all’Accademia il 14 ottobre 1969.
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3. Le but de notre Note est celui de généraliser pour les solutions à singu­
larités données les résultats de [3]. Nous formulerons le problèm e de la façon 
suivante: Fo (z) é tan t une fonction uniform e définie dans tout le plan à l’excep­
tion de l’ensemble S de ses singularités isolées qui se trouvent en 5) à une 
distance finie, déterm iner une fonction F (z) =  U  (x , y)  +  2 V (x , y)  dans 3) 
telle que:

a) L a différence

(1) *.(*) =■ F (2) —  F0 (z)

est holom orphe en chaque point de 3) y inclus le point à l’infini.

b) F(F) soit continûm ent prolongéable sur L  — E et dans le voisinage 
des points de E

(2) I F 0 ) I <  . C .a » a 6 (0 ,1).
\z — Ck\

c) Les valeurs limites de U  (x , y)  sur L  doivent rem plir les conditions

t U + 0 , o  ) = / + ( * ) ,  I 6 L + ,
(3)

( U (x , o) =  /  (x) , x  e L  ,

où - f +(x) et f ~ ( x )  sont des fonctions hôldériennes données sur L 1-f-L2H-------bL^.
Représentons F (z) sous la forme d ’une somme, [3],

(4) ■ F  0 ) =  O (z) +  O (z)

OÙ

(5) ( D ^ ) = V [ F (2) +  FÇf)] et Ü ( * ) = y [ F ( * ) - F ( * j ] .

Les fonctions O (z) et O (z) sont définies et analytiques en 2) ayant des 
singularités dans les point de S U S, où S est l’ensemble des points sym étri­
ques à S par rapport à l’axe Ox.  Si nous posons

(6) <D0 (*) =  -  [Fo (s). +  K ® ]  et Q0 (*) -  -  [F0 (2) —  FÖ®],

il est évident que les différences O (z) —  ®o (#) et Q (z) —  Qo (z) sont holo­
m orphes et que l’on a

(7) <3>o (z) =  Oo {z) et Qo (z) =  —  Qo (z).

Ceci implique, compte tenu de (1) et (5) q u ’on a nécessairement

(8) W(¥)  =  <D (2) et Q~(F) =  —  Q (2).
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Alors si l’on fait que 2 - > x €  L + (donc z x  e L ) on obtient comme 
dans le cas sans singularités que

(9) (X) =  —  <S>~ (x) +  / +  (*) +  r  (X) ,

(10) Q+ (*) =  Q ' (X) + / + (x) - r  {x) ,

en désignant p a r <I>+ (x) et (x) ( 0 + (x) et Û~ (x )) les valeurs limites de
O (2) (Q (2)) sur L + respectivem ent sur L ” .

4. On aboutit de la sorte à deux problèmes de R iem ann à singularités 
données pour les contours ouverts Ly. Le prem ier peut être énoncé de la 
façon suivante: déterm iner la fonction O (2) dans O telle que: 

ar) L a différence,

(11) 6  (2) =  O (2) —  <D0 (*)

est holom orphe partou t en 3).
b') <D (2) soit continûm ent prolongéable sur L —  E et dans le voisi­

nage des points de E soit remplie une condition de type (2).

O  o  (2) =  W(g).

d ’) Les valeurs limites sur L + et L -  doivent satisfaire la condition (9).

Si T on néglige pour T  instant la condition c’) on peut utiliser la 
solution obtenue dans [1 ]. Soit X( z )  la solution canonique du problèm e 
de R iem ann (9) homogène, sans singularités, de classe h (c1 , c2 , • • •, cr) et 
ayant l’indice x, [3]. Soit ensuite M (2) la somme des parties principales de 
la fonction <Po (^)/X (2) re latif à toutes les singularités, et posons

C12) 0 ) +  =  M ( s )  +  H (s ) ,

H (2) éteint donc holomorphe. Alors la formule (10) de [1] nous donne

(,3) ® M =  X «  [M W +  P, « ]  + ̂ ÿ - ( ^  .
L+

où g  (x) =  f + (x) +  /  (x ) et P K (%) est un polynôme arbitraire de degré x 
si x >  o et qui est égal a une constante si x <  o, le sens d ’intégration sur 
chaque Ly~ étan t celui de Ay à By.

D ans notre cas on voit aisément que, [3],

C 4) X W  =  | / g f ,

OÙ
r 2 p

Ri (ß) II ~ — g) ; R-2 0) = II 0 — ci) ■k=l k=r+l( 1 5 )
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Le radicai (14) est considéré holomorphe dans le plan m uni des coupures L, 
en choisissant par exemple la déterm ination qui est réelle et positive pour 
z  =  x  >  bp et qui doit être suivie par continuité. On a donc dans le voisi­
nage de z  =  00

(16) X 0 ) =  zr-£ +  dx rs-fi-1 +  . .•

ce qui fait voir que x =  p  —  r.
De (13) résulte ensuite

0 7 ) <b (z) =  X ( g ) [ M  (z) +  Px (*)] X ®  . /
2 TCI I

L+

g(x)
x +W

dx
x —0

De (14) il résulte que X (z) =  X (z). Ensuite il est facile de voir, en utili­
sant (7) et (12) que M (z) =  M (z), et compte tenu que le dernier term e 
de (17) est égal au dernier term e de (13), [3], il résulte que <ï> (z) satisfait 
la condition c') si et seulement si les coefficients de PK (z) sont réels.

5. L a déterm ination de Q (z) conduit au même problèm e énoncé au début 
du N. 4 à cela près q u ’on rem place la condition c’) par

( i 8> Q (F ) =  —  Q (z ) ,

la condition aux limites (9) par (io), et <Po (V) par Qq (*)■
D ans ce cas la solution canonique du problème (10) homogène sans 

singularités est X^ (z) =  1, [3]. Si nous notons par JY1* (x) la somme des p a r­
ties principales de Qo (V)/X^ (,z) relatif à toutes les singularités et si nous 
posons

(19) ßw  = T  IF» «  -  F»®] = M. M + H, «
0 )  é tan t holomorphe, la formule (10) de [1] nous donne

(20) O (z) — M # (z) +  K# -)- —  J ^ x ,

L+ .

°ù  (x) — f + (x) —- f  (x) et K# est une constante arbitraire.
E n  calculant O (z) et en tenant compte de la relation M* (z) =  —  (z),

facile! à prouver, il résulte que Q (f) =  —  O (z) si et seulement si K# est 
pure imaginaire. A lors de (4), (13) et (20) on obtient la solution du problèm e 
pour F  (z) sous la forme

(21) F ' Ri (g) 
R2O) M ( ß  +  Pp-r ß )  +  j

L+

RSÙ) f +(x)+. f  {x) ,
Ri A) ï è 2

+  M. ( * ) + — ) [ / + (x) - Z “ (x)] +  iC,
L+

où Pp- r(z) est un polynôm e à coefficients réels qui se réduit à une constante 
si p  —  r  <  o et C est une constante réelle.
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Si Fo (z) =  o on retrouve la solution obtenue dans [3]. Si l’on prend 
r  =  2 p  et Fo (-s') =  0 on retrouve de même la solution de [6] dans le cas où 
N ( x \ ÿ )  est supposée uniforme. R em arquons également que dans (21) les 
termes contenant les singularités sont com plètem ent séparés du reste de la solu­
tion et que leurs déterm inations n ’exige pas des quadratures supplém entaires.

6. Prouvons m ain tenant que la solution (21) satisfait à toutes les condi­
tion imposées. P u isqu’elle diffère de la solution de [3] seulement p ar la 
somme /  R x (-s)/R2 (-S') • M (z) +  (z) , M (-s') et (z) étan t continues au
voisinage de tous les points de L, il s’ensuit que les conditions de b) sont rem ­
plies. Il résulte de plus que la solution est presque bornée au voisinage des 
points ^ 1 / 2 , " ' , ^  ([S])- Ensuite (-S') =  —  (z) implique que la partie
réelle de (-s') est nulle pour z  réel. Compte tenu de la déterm ination choisie 
pour le radical (14) et du fait que M (z) =  M (z), il résulte de m êm e que la 
partie réelle de ]/Ri (-s')/R 2 (-S')-M (z) est nulle pour z =  x  £ L. Vu que le reste 
des term es de (21) satisfont les conditions (3), [3], il s’ensuit que ces conditions 
sont remplies par la solution (21) même.

Calculons enfin la différence $ (z). Vu que Fo (z) =  <I>o (z) +  Qo (-s') de 
(12), (19) et (21) on obtient

(22) F  (?) F0 (z) =  j/- Ri (*)
R20?) --- H ( p )  +  Pp - r  ( Z )  +

+
L+

RaW / + ( * ) + /  (x) ,
Ri(*) *  — 0 - H * 0 )  +

+  - J [ / + W - / - W ] ~  +  !c .
L+

Supposons que p — r  >  o. Alors compte tenu de (16) il résulte que 
o? (z) est holom orphe et donc F  (z) possède seulement les singularités désirées. 
P ar contre, sj p — r <  o alors ]/Ri (z)[R.2 (z) a un pôle d ’ordre r — p k  l’infini 
et donò F  (-s') elle même possède cette singularité supplém entaire parce que 
m ain tenant Pp- r (z) — K, K étan t une constante réelle. Afin q u ’elle dispa­
raisse il faut et il suffit que la parenthèse qui m ultiplie ]/Ri (z)/R2 (z) ait à l’in­
fini un z é ro 1 de m ultiplicité r  — p.  Soit qu ’au voisinage de z  =  00 on a le 
développem ent

(23) M (*) -  X  [Fo (z) +  W W )] +  K =  f )  Py ^

Alors la solution (21) possède seulement les singularités désirées si et 
seulement si

L+

( x ) + r ( x ) ) x ^  dx  =  o ,

s =  i , 2  - , r  — p  —  i.

(24) P, 2 7U
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L a condition ßo =  o peut être toujours remplie, compte tenu de (23), en 
p renant K — o. Soit que les autres conditions (24) sont de même remplies et 
supposons q u ’il existe deux solutions Fi (z) et F2 (z) satisfaisant à toutes les 
conditions imposées. Alors Fi (z) — F2 (z) sera une solution holom orphe satis­
faisant les conditions (3) avec /"* (x) — f  (x) =  o et de (21) il s’ensuit que 
Fi (z) — F2 (z) — iC.

D ans un autre travail nous allons appliquer les méthodes contenues dans 
cette Note à un certain problèm e m ixte à singularités données pour le plan 
m uni de coupures.
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