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SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Una generalizzazione dell’identità d i Pic one a 
operatori ellittici del secondo ordine a coefficienti discontinui(,). Nota 
di M a r i a  G i o v a n n a  P l a t o n e  G a r r o n i ,  presentata dal Corrisp. 
G .  S t a m p a c c h i a .

SUMMARY. ■— U sing a generalization of a well known identity by Picone, some com pa­
rison theorem s for the solution of elliptic equations with discontinuous coefficients, not 
necessarily self adjoint, are proved.

Le ben nòte « identità di Picone » per equazioni differenziali ordinarie [4] 
e per equazioni alle derivate parziali ellittiche autoaggiunte [5] sono state 
recentem ente riproposte in questi rendiconti da K. K reith [3]. L ’applicazione 
di tale identità perm ette di semplificare notevolm ente le dimostrazioni dei 
teorem i di confronto per equazioni ellittiche autoaggiunte ottenute da vari 
autori (cfr. [2],, [1], [7]). C. A. Swanson in [8] e [9], partendo da una iden­
tità  diversa da quella del Picone, dim ostra teoremi di confronto per opera­
tori ellittici non autoaggiunti in domini illimitati. T utti questi risultati riguar­
dano sempre operatori con coefficienti regolari.

N on ci risulta che siano stati ottenuti teoremi di confronto per operatori 
ellittici a coefficienti discontinui, dove le soluzioni vanno intese in senso gene­
ralizzato.

(*) Lavoro eseguito nell’am bito dei raggruppam enti di ricerca del C.N.R. per conto 
dell’Istituto per le Applicazioni del Calcolo.

(**) Pervenuta all’Accademia l’n  ottobre 1969.

9. — RENDICONTI 1969, Voi. XLVII, fase. 3-4.
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In  tale nota si generalizza l’identità di Picone a soluzioni, soprasoluzioni 
e sottosoluzioni deboli rispetto a operatori ellittici a coefficienti discontinui, 
di tipo non necessariam ente autoaggiunto, in aperti limitati, e si ottengono 
alcuni teoremi di confronto che generalizzano quelli già noti.

Sia Q un  aperto lim itato sufficientemente regolare d) di uno spazio 
euclideo E ”, sia SO la sua frontiera e O la sua chiusura.

Denotiam o con 2) (O) lo spazio delle funzioni indefinitam ente derivabili 
a supporto com patto in O, con C1 (O) la sottoclasse delle funzioni di C° (O) 
aventi le derivate prim e parziali in O che possono essere estese con conti­
nuità in O. Il com pletam ento di C1 (O) rispetto alla norm a

n

\Uìw{Q) =  l l ^ i b ( Q )  +  2  ! ^ J l 2 ( Q )i = 1

sarà denotato con H 1 (Q). L a chiusura in H 1 (Q) della sottoclasse Co (£2) 
delle funzioni di C1 (Q) che si annullano su 9fì sarà denotata con H j (O). 

Consideriamo gli operatori differenziali

(1) L u =  —  (ay (x) uxX . +  2 bi (x) ux . +  c (x) u1 j i
(2) M v ^  — (a,y (x) vx) x . +  2 ß,- (x) vx . +  Y (x) v <2>

1 J 1

dove 0{j , oLij =  CLji , c , y , bi , ß,- sono funzioni reali e m isurabili definite in 
Q, che per semplicità supporrem o limitate. Supponiam o che L e M siano 
uniform em ente ellittici, esistano cioè due constanti X e p, tali che X >  1 , p, >  1 
e inoltre

X - i | Ç | 2 < ^ y Çf.Çy < X | Ç | 2

[X-1 |S |2 ^ a fy ^ ^ ^ {x |Ç |2

per quasi tu tti gli r  di fi e per tu tti i vettori E, di EC
Si considerino le forme bilineari associate rispettivam ente agli operatori 

L  e M:

/  ̂u x .  VX. +  (2 bi ux . +  cu) ■ dx(u , v) =  J

m (u , v) =  |"|a,y ux. vXj +  (2 ß,- ux . +  yu) wj dx

ove u , v E H 1 (O). U na funzione u E H 1 (Q) è detta soluzione dell’equazione 
L u  =  0 se per ogni cp E 3) (O) si ha: /  (u , cp) =  o; una funzione ^ e H 1 (O) 
è detta sottosoluzione (soprasoluzione) in rapporto all’operatore L, se per 
ogni cp E 3) (£2), con cp >  o in £2, si ha: /  (u , 9) <  o ( >  o).

(1) Le ipotesi su U che richiediamo sono quelle che assicurano la continuità in Q, delle 
soluzioni in H j (£2) (cfr. [6]).

(2) Adotteremo la convenzione secondo la quale un indice ripetuto due volte sottin­
tende una sommazione rispetto ad esso.
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Nelle definizioni precedenti si può evidentemente prendere 9 e H j (Q) 
in luogo di 9 6 3 ) (Q). È ovvio che analoghe definizioni valgono per l’ope­
ratore M.

Lemma i . — Siano u  E Ho (Q) , v € H (O)piC (Q) , v =j= o m  Q, rispetti­
vamente soluzioni d i

(3) L  u — o

(4) M.v =  o;

allora si ha\

Q

+  0  —  y) +  af>- u
■ —  V.

V "J
dx =  o .

Dimostrazione. Poiché u  è continua in Û (cfr. [6]) e v è continua e 
diversa da zero in Q, si ha —  e H j (O) e quindi usando come funzioni 
test in (3) e in (4) rispettivam ente u  e u 2/v si ottiene

/  (u , u) =  o 

m ( v  ’ ~ r )  =  0 .

da cui sottraendo m em bro a membro, si ha:

Q

+  0

—  V~ij) U X{ U XJ +  2  u\bi  ux.

y) u 2 fi- oc*- ux.ux. —  vx .z j  i

u
V ß* V x  \  ~T

dx =  o

e quindi, con ovvi passaggi, l’asserto.
Ai fini dei teoremi di confronto che ci interessa stabilire generalizziamo 

la (5) nel modo seguente:

Lemma L. -  Siano u  E H j (£2) O C0.(O) sottosoluzione positiva o sopra­
soluzione negàtiva rispetto alVoperatore_ L  e v e H 1 (Q) fi C° (Ö) soprasoluzione 
positiva o sottosoluzione negativa in  Q rispetto alV operatore M, si ha\

(5 0 J  (gij OCij) UXi UXJ fi- 2 U [bi UX' — ßt- vx}j fi-

+  0  — y) u2 +  a>y ' — V xv x
u

---------V,
V -J

dx  <  o.

Dimostrazione. Si verifica im m ediatam ente che in tu tti i casi su enun­
ciati si possono usare come funzioni test per L  e M rispettivam ente u  e u2\v 
e si ottiene sem pre l  (u , u) <  o , m (v , u 2/v) >: o e quindi la (5 fi.
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Sia Q (z) la forma quadratica in n +  1 variabili z1 ,z 2 > * * '> #«+1 definita da

Q e )  =  a -ijZ i Z j +  ß* (? i  Z„+1 +  Z „ + 1 z , )  +  G z l + I  (cfr. [8])

dove G (x) G L°° (O). Si verifica facilmente che c.n.s. perché la Q (z) sia 
semidefinita positiva è che

(6) G (*) det ((a*)) >  -  £  ß, ß*
i =  l

dove ß* denota il complemento algebrico di ßz- nella m atrice associata a 
Q (z). Si vede im m ediatam ente che in virtù della uniform e ellitticità di M esiste 
una G costante che soddisfa la (6).

T eo rem a  i. — Siano u  e H j (fi) ^ e H 1 (Q) n  C° (O) soluzioni rispettiva­
mente d i (3) e (4) e sia G (x) F L°° (Q) verificante la (6); se

V \u  , O] =  I \fiij  —  a f i  ux. uXj +  2 u (fii —  ß*) ux . -\~(c —  y  —  G) u2] dx >  o 
ù

allora v (x) ha uno z.ero in  £1.

T eo rem a  2. -  Supponiam o bi =  $i — o , i =  1 , 2 , • • •, n, in  (1) e in  (2) 
e G (x) =  o ; se u  6 H i (Q) non identicamente nulla e H 1 ( ù ) n C 0(O)
sono soluzioni rispettivamente d i (3) e d i (4) e V  \u , Q] >  o; allora v (x) 
ha uno zero in  Q.

Dimostrazione del teorema 1. -  Se v (x) T  o in O vale la (5), che si può 
scrivere nel modo seguente:

v [ u  , Q] + I  |a«y [ u x .

Q

+  2 u  ßi [ux . U

V
+  Gu2 dx  =  o.

Considerando la form a quadratica Q (z), ove Z;=ux.— — vx^ i — 1,2 , • • •, n, 
zn+1 =  u, la (5) si può scrivere:

V [u , Q] +  J Q (z) dx =  o,
Q

m a ciò è assurdo perché V [u , O] >  o , Q (z) >  o; ne segue che v (x) =  o 
pér qualche j é Q .

Osservazione I .  -  Se si suppone che la forma quadratica Q (z) sia definita 
positiva e cioè che la G (x) verifichi la condizione

n

(&) G (x) det ((a,-,-)) >  — £  ß> ß*
t = 1

nel teorem a 1 l ’ipotesi V [u , Q] >  o può essere ovviam ente sostituita dalla 
V [u , Q] >  o, con u  non identicam ente nulla in Q.
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Dimostrazione del teorema 2. — In  questo caso la (5) diventa

J  (a,-.- —  oc,y) ux . uX] +  0  —  y) U* +  «,y ~  vx ĵ [ux . —  — vxJ | dx  =  o;
Q

tale condizione può essere soddisfatta solo se

u . n— — vx , per i — i , 2 , • • •, n, q. o. m li.

Ciò ci assicura, poiché u  non è identicam ente nulla, u =  kv  q. o. in Û; 
poiché u  e v £ C° (O) ne segue u =  kv  in O. Poiché u — o su 3 0  ciò è una 
contraddizione e m ostra che v (x) =  o per qualche x  £ O.

I teoremi 1 e 2 si possono generalizzare nel modo seguente, sfruttando 
il lemma 1 ' anziché il lem m a 1 e tenendo conto della osservazione I.

T eo rem a  i ' . -  S ia  G ( x )  £ L°° (O) verificante la (6) [(6')], sia u  £ H j (O) 
[u £ H j (O) non identicamente nulla in  O], soluzione d i (3), oppure u £ Ho (O) n  
O C (O) sotto soluzione positiva in  O o soprasoluzione negativa in  O rispetto 
alVoperatore L, e tale che V  [u , O] >  o , [V \u  ,Q] >  o]; allora non esiste una  
v e H 1 (O) n  C° (O) che rispetto a M sia soprasoluzione positiva in  O o sot­
tosoluzione negativa in O.

T eorema 2'. -  Supponiam o  4 - — ß» — Q , i =  1 , 2 , • • • , n in  (1) 
e in  (2) e G(T) =  0; sia u  £ Ho (O) non identicamente nulla in  O solu­
zione d i (3), oppure u  e Ho (Q) O C° (O) sotto soluzione positiva in  O o sopra­
soluzione negativa in  O rispetto alV operatore L e tale che V [u , O] >  o; 
allora non esiste una  z / e H 1 (O) n  C° (O) che rispetto a M sia soprasoluzione 
positiva in  O 0 sotto soluzione negativa in  O.

T eorema 3'. — S ia  G (x) e L°° (O) verificante la (6) [(ó')]; sia u £ H j (O) n  
D C (fiì) \u £ Ho (O) n  C° (O) non identicamente nulla in  O] tale che

J Su , ü ]  =  j  [a,y ux. ux . +  2 ß; uux. +  (y +  G) u2] dx < o [ J [u , Q] <  o];
Q

allora non esiste una v £ H 1 (O) n  C° (O) che sia rispetto a M soprasoluzione 
positiva in  O 0 sottosoluzione negativa in  O; in  particolare ogni soluzione d i 

=  0 deve annullarsi in  qualche punto d i O.
N e l caso auto aggiunto fiï =  o i i = i , - - - , n  e G — o, le stesse conclu­

sioni sono sempre valide con Vipotesi J [u , O] <  o e u  non identicamente 
nulla in  O.

Dimostrazione del teorema 3'. -  Si vede im m ediatam ente che le identità 
(5) e (SO di cui rispettivam ente ai lemmi 1 e T si possono ottenere, nell’ipotesi 
n £ HJ (O) n  C° (Q), anche nel caso in cui si lasci cadere l’ipotesi dell’un i­
forme ellitticità di L  e la si sostituisca con l’ipotesi di ellitticità o add irittu ra
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con 1 ipotesi — o , bx — o , t , j  — 1 , • • •, n , c =  o; in questo caso la (5) 
e la (s') diventano rispettivam ente

partendo da tali identità con ragionam enti del tu tto  analoghi a quelli fatti 
nei teoremi i, 1', 2 e 2' si ottiene l’asserto.
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Q/ Ux. ~ j v f d x = °  [> o ] ;

B i b l i o g r a f i a .


