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SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Una generalizzazione dell’identita di Picone a
operatori ellittici del secondo ovdine a coefficienti discontinui . Nota ¢
di Maria Grovanna Pratone Garroni, presentata dal Corrisp.
G. STAMPACCHIA.

SUMMARY. — Using a generalization of a well known identity by Picone, some compa-
rison theorems for the solution of elliptic equations with discontinuous coefficients, not
necessarily self adjoint, are proved.

Le ben note «identita di Picone» per equazioni differenziali ordinarie [4]
e per equazioni alle derivate parziali ellittiche autoaggiunte [5] sono state
recentemente riproposte in questi rendiconti da K. Kreith [3]. L’applicazione
di tale identitd permette di semplificare notevolmente le dimostrazioni- dei
teoremi di confronto per equazioni ellittiche autoaggiunte ottenute da vari
autori (cfr. [2], [1], [7])- C. A. Swanson in [8] e [9], partendo da una iden-
titd diversa da quella del Picone, dimostra teoremi di confronto per opera-
tori ellittici non autoaggiunti in domini illimitati. Tutti questi risultati riguar-
dano sempre operatori con coefficienti regolari.

Non ci risulta che siano stati ottenuti teoremi di confronto per operatori
ellittici a coefficienti discontinui, dove le soluzioni vanno intese in senso gene-
ralizzato.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei raggruppamenti di ricerca del C.N.R. per conto
dell’Istituto per le Applicazioni del Calcolo.
(**) Pervenuta all’Accademia 1’11 ottobre 1969.

9. — RENZICONTI 1969, Vol. XLVII, fasc. 3-4.
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In tale nota si generalizza I'identita di Picone a soluzioni, soprasoluzioni
e sottosoluzioni deboli rispetto a operatori ellittici a coefficienti discontinui,
di tipo non necessariamente autoaggiunto, in aperti limitati, e si ottengono
alcuni teoremi di confronto che generalizzano quelli gia noti.

Sia Q un aperto limitato sufficientemente regolare @ di uno spazio
euclideo E”, sia 2Q la sua frontiera e Q la sua chiusura.

Denotiamo con D (Q) lo spazio delle funzioni indefinitamente derivabili
a supporto compatto in €, con C'(Q) la sottoclasse delle funzioni di C° Q)
aventi le derivate prime parziali in £ che possono essere estese con conti-
nuitd in Q. II completamento di C'(Q) rispetto alla norma

n
I — |l | It
H%iJHl(Q) = 1%L + zZl 12, 120

sara denotato con Hj (Q). La chiusura in H' (Q) della sottoclasse Cj (Q)
delle funzioni di C' () che si annullano su 2Q sard denotata con Hé (Q).
Consideriamo gli operatori differenziali

(1) Lu = — (a; (x) %xi>xj + 24 (%) Uy, + ¢ (x) 0
(2) Mo = — (a; (%) sz)xj +2B (@, +y@)y @
dove a; , ;= o5 ,¢,Y, b;,P; sono funzioni reali e misurabili definite in

Q, che per semplicita supporremo limitate. Supponiamo che L e M siano
uniformemente ellittici, esistano cio¢ due constanti A e . taliche A > 1, p > 1

e inoltre
MLER <a; 88 <n|EP

“—1|El2 go{z_;&zi_;é“}iayz

per quasi tutti gli x di Q e per tutti i vettori & di E”.
Si considerino le forme bilineari associate rispettivamente agli operatori
L e M:

Z(u,v):J

Q

m(u,v):f

Q

@5 Uy, Vs + (2 4; Uy + cu) vldx

Oij U, Vi, (2 Bi o, + o) v} dx

ove u,v€H' (Q). Una funzione » € H' (Q) & detta soluzione dell’equazione
Lx = o0 se per ogni ¢ €9 (Q) si ha: /(x, ¢) = 0; una funzione € H' ()
¢ detta sottosoluzione (soprasoluzione) in rapporto all’operatore L, se per
ogni ¢ €D (Q), con ¢ >0 in Q, si ha: /(»,¢) <o (=o0).

(1) Le ipotesi su Q che richiediamo sono quelle che assicurano la continuith in Q delle
soluzioni in HJ (Q) (cfr. [6]).

(2) Adotteremo la convenzione secondo la quale un indice ripetuto due volte sottin-
tende una sommazione rispetto ad esso.
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Nelle definizioni precedentl si pud evidentemente prendere ¢ € Hj Q)
in luogo di ¢ €9 (Q). E ovvio che analoghe definizioni valgono per 'ope-
ratore M.

LEMMA 1. — Siano u € Hj (Q),veH" @nc’ Q) ,v £ 0 in Q, rispetti-

vamente soluzioni di
(3) Lz =o
“) Mz = o;

allora si ha:
) J
ol

el 2 )y )|

oy 3l — i)

Dimostrazione. Poiché u ¢& contmua in Q (cfr. [6]) e v & continua e
diversa da zero in Q, si ha -€H0 (Q) e quindi usando come funzioni

test in (3) e in (4) rispettivamente 7 e #3Jv si ottiene

I(uw,u)y=o0
o, ) o,

da cui sottraendo membro a membro, si ha:

+ (c—v) u® + oy {u U, — s, (iz)x , |

' u
(@;; — ;) Uy, Uy, + 2 %(b,- U, B sz) T

e quindi, con ovvi passaggi, I'asserto.
Al fini dei teoremi di confronto che ci interessa stabilire generalizziamo
la (5) nel modo seguente:

LEMMA 1. — Siano u € Hy (Q) N C" Q) soz‘tosoluzzo%e positiva o sopra-
solusione negativa rispetto al[’operaz‘ore LeveH! (Q) N C*(Q) soprasoluzione
positiva o sottosoluzione nmegativa in Q rispetto all operatore M, si ha:

(5,> f{(aij - az’;‘) %xl- %xj + 2u (éz %xi—“ % Bi ‘Uxi> +

Q

+ (c—v) u? + oy (%’fz_ % Z/xz_> (%xj — % va> dx < o.

Dimostrazione. Si verifica immediatamente che in tutti i casi su enun-
ciati si possono usare come funzioni test per L e M rispettivamente % e 22/y
e si ottiene sempre /(% ,u) <o,m (v,u?fv) >0 e quindi la (3).
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Sia Q (2) la forma quadratica in 7 + 1 variabili z{ ,2,, - -, 2,41 definita da

Q (&) = a2 2 + By (8 8ug1 + &up12) + Gziﬂ (cfr. [8])

dove G (x) €L™ (Q). Si verifica facilmente che c.n.s. perché la Q () sia
semidefinita positiva ¢ che

6) G (x) det () = — 21 B: By

dove B} denota il complemento algebrico di B; nella matrice associata a
Q (2). Si vede immediatamente che in virtl della uniforme ellitticitd di M esiste
una G costante che soddisfa la (6).

TEOREMA 1. — Siano u € Hy (Q) ¢ veH' QN C(Q) soluzioni vis pettiva-
mente di (3) e (4) e sia G (x) € L™ (Q) verificante la (6); se

Viz, Q] = [[(aijAoc,-j) %xl,uxj—{—zu(éi—ﬂi) ty +(c—y—G)u?]dx>o0
Q

allora v (x) ha uno zero in Q.

TEOREMA 2. — Swupponiamo b;=p;=0, i=1,2,---,n, in (1) ¢ in (2)
e G(x)=o0; s¢ u€ He (Q) non identicamente nulla ¢ ve H* QNC'Q)
sono soluzioni rispettivamente di (3) e di (4) ¢ V[u,Q]>o0; allora v(x)
ha uno zero in €.

Dimostrazione del teorema I. — Se v (x)==o0 in Q vale la (), che si puo
scrivere nel modo seguente:

7 4 J

Viu, Q]+ [ [%’ <%xi — % ﬂxi) (%x — 2 vx‘j +

+ 2 %8 (”’“i“ —Z— vxi) -+ G%Z} dx = o.
u

Considerando la forma quadratica Q (2), ove z;=#, — — U, i=1,2, -, n,
’ z

2,41 = 2%, la () si pud scrivere:

V[%,Q]—i—fQ(z)dx:o,
o

ma cido ¢ assurdo perché V [z, Q] >0,Q () >0; ne segue che v (x) = o0
per qualche x € Q.

Osservazione I. — Se si suppone che la forma quadratica Q (z) sia definita
positiva e cioe che la G (x) verifichi la  condizione

©) G (&) det (o)) > — X B 87,

nel teorema 1 lipotesi V [#, ] > 0 pud essere ovviamente sostituita dalla
V[w, Q] >o0, con # non identicamente nulla in Q.
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Dimostrazione del teorema 2. — In questo caso la (5) diventa
{(zh—ocu)u wy, + (c—) u? + oy (u, — L v, ) u hlvj- dx = o;
l A 7 xz. x] Y 17 xi v xi x]- P x] )
)
tale condizione pud essere soddisfatta solo se
u . .
Uy = — U, per i=1,2,---,n, q. o. in Q.

Cio ci assicura, poiché z non ¢ identicamente nulla, 2% = £v q. o. in Q;
poiché # e v €C”(Q) ne segue u — v in Q. Poiché # = 0 su 9Q cid ¢ una
contraddizione e mostra che v (x) = o per qualche x € Q.

I teoremi 1 e 2 si possono generalizzare nel modo seguente, sfruttando
il lemma 1’ anziché il lemma 1 e tenendo conto della osservazione I.

TEOREMA 1. — Sia G (x) € L (Q) verificante la (6) [(6")], sia u € HO Q)
[« € HO (Q) non m’entzmmem‘e nulla in Q), soluzione di (3), oppure u € HS QN
nct (Q) sottosoluzione positiva in Q o soprasoluzione negativa in Q rispetto
all operatore L, ¢ tale che V [, Q1> o0, [V [u,Q] > 0]; allora non esiste una
veH! (Q)mCO (Q) che rispetto a M sia soprasoluzione positiva in Q o sot-
tosolusione negativa in Q.

TEOREMA 2'. — Swupponiamo b; =P; =0, i=1,2,---,n in (1)
e in (2) ¢ G(x) =o0; sia u€Hy(Q) non identicamente nulla in Q solu-
zione di (3), oppure u € Hy (Q) N C*(Q) sottosoluzione positiva in Q o sopra-
soluzione negativa in Q rispetto all'operatore L e tale che V [u, Q] = o;
allora non esiste una v € H' (Q) " C*(Q) che rispetto a M sia soprasoluzione

positiva in Q o sottosoluzione negativa in Q.

TEOREMA 3 — Sia G (x) € L™ (Q) verificante la (6) [(67)]; sia u € Hi (Q) N
nc’ (Q) [ € Hy (Q) N C° (Q) non identicamente nulla in Q) tale che

3, Q) = [[[og -2 B, + (¢ + G) sl de <o ([, 9] < o]

Q

allora non esiste una v e H (Q) N C*(Q) che sia rispetto a M soprasolugione
positiva in Q o sottosoluzione negativa in Q; in particolare ogni soluzione di
Muv = o deve. annullarsi in qualche punto di Q

Nel caso autoaggiunto B, =0, =1,---,n ¢ G = 0, le stesse conclu-
stoni sono sempre valide com lipotesi J|w, Q) <0 e wu non identicamente
nulla in Q.

Dimostrazione del teorema 3'. — Si vede immediatamente che le identitd
(5) e (5') di cui rispettivamente ai lemmi 1 e 1’ si possono ottenere, nell’ipotesi
weH; (Q)NC (Q), anche nel caso in cui si lasci cadere I'ipotesi dell’uni-
forme ellitticita di L e la si sostituisca con l'ipotesi di ellitticita o addirittura
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con lipotesi @;; =0,6,=0,7, j =1, -, n,¢c= 0; in questo caso la (5)
e la (5') diventano rispettivamente

u? u u \]
/[oc,»j Ueg, U +2 > B; Vs, +yu? — oy (u’% — vx) <uxj — vxj)J dr=0 [Z=o0];
Q

partendo da tali identitd con ragionamenti del tutto analoghi a quelli fatti
nei teoremi 1, 1, 2 e 2’ si ottiene I'asserto.
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