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Topologia. —• Successioni di trasformazioni in uno spazio metrico 
e punti fissi N ota ((*) **} di M assimo F uri e M ario M artelli, 
presentata dal Socio G. S a n so n e .

SUMMARY. ■— Let {T^} be a sequence of mappings of a metric space into itself, which 
converges to T. We give some conditions for any sequence { x n } of fixed points of { T n } to 
be compact, and such tha t all the lim it points of { x n j are fixed points for T.

Sia (X , d) uno spazio metrico completo, T :  X - a X  una trasform azione 
continua, ü  =  { i g X : j  =  T (x )}  l’insieme dei punti fissi della T  e {T^} 
una successione di trasform azioni continue di X in sé. Nel presente lavoro 
si cercano condizioni da porre su X, T  e {T n}, perché le successioni { x n}, 
tali che T n (xn) =  x n (o, più in generale, d (Tn (xn) , xn)—>o), siano com patte 
e abbiano tu tti i punti limite appartenenti ad £2 . In particolare ciò implica, 
qualora la T  abbia uno e un sol punto fisso la convergenza di {xn} a 
In questo caso è noto il seguente risultato (cfr. F. F. Bonsall [1 ]):

« Siano T  e T n (n =  1 , 2 , • • • ) contrazioni in uno spazio metrico com­
pleto X, aventi la stessa costante di Lipschitz k<C 1 e con punti fissi % e 
x n rispettivam ente. Se T n (x) -> T  (x) per ogni x  e X, allora

i. Introduciam o le seguenti definizioni.
Definizione 1. Sia T  una trasform azione di uno spazio metrico (X , d) in sé. 

Si dice che T  è debolmente contrattiva se d (T (x) , T  (y)) <  d (x , y)  per ogni 
x  , y  E X  , x  f =y;  contrattiva se esiste o <  k <  1, tale che d (T (x) , T  (yj)  <  
<  kd (x , y)  per ogni x  , y  e X.

Definizione 2. (cfr. C. K uratow ski [2]) Sia A  un sottoinsieme limitato 
di uno spazio m etrico  X. Con il num ero reale a (A) si intende l’estremo inferiore 
degli £ >  o, per i quali A  am m ette una partizione finita di insiemi aventi 
diam etro minore di s. Sono di im m ediata verifica le seguenti proprietà:

a) a (A) =  o se e solo se A  è precompatto;
b) a (fi. U B) =  m ax { a (A) , a (B) };
c) se A C B  allora a ( A ) < a ( B )
d )  a (A )<  S (A), essendo S (A) il diam etro di A.

Ci sarà utile in seguito il

LEMMA i. S ia  { T n} una successione d i trasformazioni d i uno spazio 
metrico (X , d) in  sé, convergente uniformemente ad una trasformazione conti­
nua  T. Se { x n} è una successione tale che d (T n ( x f  , x„)-> o e z  un  punto lim ite 
d i { x n}, allora z  =  T (z).

(*) Lavoro eseguito nell’am bito del C ontratto di Ricerca n. 115. 3083. o 5179 del C .N.R. 
« Equazioni Funzionali ».

(**) Pervenuta a ll’Accademia il 26 luglio 1969.
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Dimostrazione. Senza perdere in generalità possiamo supporre x n->z. 
Poiché

d 0  , T  (* ))<  d (s , x n) +  d ( x H, T n (*„)) +  d (Tn (xn) , T  (*„)) +  d (T(*„) , T  (*)) , 

allora d (z , T  (z)) =  0. |

Teorema i. Sta { T n} una successione d i trasformazioni d i uno spazio 
metrico completo (X , d) in  sé, uniformemente convergente ad una trasformazione 
continua T. Posto Oq =  { x  e X : d (T (x) , x )<  p }., se a (Qe)-> o  per  p->o, 
allora ogni successione { x n}, tale che d (Tn (xn) , x n) -> o, è compatta ed i  suoi 
p u n ti lim ite sono f is s i  per la T.

Dimostrazione. Poiché
a) a(£2Q) - ^ o  per p->o;
b) QeiC Q ea se p i<  p2;
c) gli Oe sono chiusi,

dal teorem a di C antor generalizzato (C. K uratowski [2]) segue che

e>o
è non vuoto e compatto. Inoltre la distanza di H ausdorff 0) fra e Q, 
D (Q-q , Q), tende a zero per p->o. D ’altra parte, essendo d (T  (xn) , x n) <  
<  d (T (xn) , T n (xn)) +  d (Tn (xn) , x n), dall’uniforme convergenza di {T^} a T  
e dall’ipotesi d (T* (xn) , x M)--> o abbiam o d (T (xn) , x n)~>o. Allora, fissato 
£ >  o, esiste un intero n (p) tale che, per ogni n  >  n (p), si ha e Qe ; e poiché 
D (Qe , £ì)^> o anche d (xn , £ì)-> o.

Essendo Q com patto per ogni intero n >  o esiste y n e Q tale che 
d (xn , y n) =  d (xn , Q); perciò d (xn , y n)-> o. Infine, poiché { y n} b com patta, 
anche { x n} è com patta ed i suoi punti limite appartengono ad Ü. J

Si noti che nel Teorem a 1 l’ipotesi di completezza di X può essere rimossa, 
purché si supponga n  =H D a questa osservazione segue il

Q>0
C o r o l l a r i o  i. (Sam B. Nadler, Jr. [3]). Sia  (X , d) uno spazio metrico, 

T  una contrazione in  X con punto fisso \  e T M , n  =  i , 2 - • - , trasformazioni 
dt X tn sé con punto fisso  unico, x„. Se {T„} converge uniformemente a T, allora
x „ ^

Dimostrazione. Sia ù e = { * e X : d ( i , T  (x ) ) <  p,}- Poiché n û ,  =  Ç=)=Ol
r Q>0
e sufficiente provare che a ( O e) ^ o  per p-> o. Se o <  k <  i è la costante di 
Lipscliitz di T, per x  , y  e Qe si ha

d ( x , y ) < L d  (x , T  (*)) +  d ( T ( r ) , T  (y))  +  d (T ( y)  , y)  <  2 p +  kd {x , y )

e quindi 8 (Q q) <  ■ ][ 2p •

D a ciò segue che per p ->o, 8 ( Q q) - > o e perciò anche a ( 0 Q)~>o. |

(ï) D (A , B), dove A e B sono insiemi chiusi di uno spazio metrico,, è m ax { p (A , B),
P (B , A) }, essendo p (A , B) =  sop { d {x , B) : x  e  A }.
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Teorema 2. S ia  (X , d) uno spazio metrico localmente compatto, T  una 
trasformazione d i  X in  sé, debolmente contrattiva e dotata d i punto fisso  E, e X. 
SV {T ,}  £ successione d i trasformazioni debolmente contr attive in  X, conver­
genti puntualmente a T, allora esiste un intero positivo n, tale che, per n >  n , T„ 
ammette punto fisso x n e s i ha x n-> Ç.

Dimostrazione, Per la locale com pattezza di X esiste una sfera com patta K, 
di centro E, e raggio r. Sia p =  m ax {d (Ç ,T ( r ) )  : i e K } ;  essendo T  debol­
m ente contrattiva si ha p <  r. Poiché {T ra} è una successione di trasform azioni 
debolm ente contrattive e quindi equicontinue, T n ( x ) ->T (x) uniform em ente 
in K. Esiste quindi un intero positivo n tale che

d ( T „ ( * ) , T  ( x ) ) < r — ?
per ogni n~> n e x  e K. D a ciò segue

d (T , (*) , ? ) <  d (T„ (*) , T  (*)) +  d (T ( x ) , l )  <  r  

ovvero T n trasform a K in sé.
Essendo K com patto e T n debolm ente contrattiva, esiste ed è unico 

x n £ K  tale che x n — T n (xf) (cfr. M. Edelstein [4]). Ovviam ente la successione 
{ x n} , n >  n, am m ette almeno un punto limite y  e K. Ma, per il lem m a 1, 
y  =  T  (y ), e, per l’unicità del punto fisso della T, y  =  D unque |

C o r o lla r io  2. (Sam B. Nadler, Jr. [3]) S ia  (X , d) uno spazio metrico 
localmente compatto, T  e T n , n =  1 , 2 , • • •, contrazioni in  X con p u n ti f is s i  
£ 2 rispettivamente. Se T n (x) T  (x) puntualmente , allora x n-> \.

2. In  questa seconda parte si dim ostra un teorem a analogo al precedente, 
con ipotesi più generali sulla successione {T^},.nel caso che X sia uno spazio 
lineare norm ato a dimensione finita. Sono necessarie alcune nozioni preli­
m inari.

Definizione 3. (cfr. M. Zam anski [4]). Siano X , Y spazi metrici e {T w} 
una successione di trasform azioni da X in Y.

d) Si dice che le T n sono «puntualmente equicontinue in  % 6 X »  se, 
per ogni s >  o, esiste un intorno U  di xo tale che, se x  e U ,

d (T n (x) , T n (xo)) <  s 

qualunque sia l’intero positivo n.
b) Si dice che le T n sono puntualmente equicontinue in X se lo sono 

in ogni x  € X.

Osservazione 1. Se {T^} converge uniformemente ad una trasform azione 
continua T, allora le T n sono puntualmente equicontinue in X.

Osservazione 2. Se le T n sono equicontinue sono anche puntualmente 
equicontinue.

Osservazione 3. Siano T e T w continue. Se, per ogni x  e X, la successione 
num erica {d (T„ (x) , T  (x)) } è non crescente e converge a zero, allora le T n 
sono puntualmente equicontinue in  X.
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Dimostrazione. Siano xo 6 X , s >  o. Esiste n tale che

d (Ti (xo) , T  (x0)) <  e .

Si può inoltre trovare un intorno U  di xq in modo che, per qualunque x  e U , 
si abbia

d (T- (x) , T- (xo)) <  V e d (T (x) , T  (x0)) <  e.

Poiché

d (T„ (x) , T n (xo)) <  d (T„ (x) , T  (x)) +  d (T (x) , T  (x0)) +  d (T (x0) , T„ (x0)) 

e, per n >  n e r  e U , risulta

d (T„ ( x ) , T  (x)) <  d (T- (x) , T  (x)) <  d (T- (x) , T- (x0)) +

+  d (T- (xo) , T  (xo)) +  d (T (xo), T  (x)) <  3 e

e
d (T* (^0) , T  (x0)) <  d (T- (x0) , T  (x0)) <  s

abbiam o
. d(T* ( x ) ,T , ( x 0) ) <

Quindi le T n sono puntualmente equicontinue in  X. |

LEMMA 2. S ia  T  : X -^  Y una trasformazione continua d i uno spazio 
metrico compatto X in uno spazio metrico Y. Se {T n } è una successione d i tra­
sformazioni d i X  in Y  puntualmente equicontinue e tali che, per ogni x  e X,

lim T n (x) =  T (x)

allora {T w} converge uniformemente a T.

Dimostrazione. Scelto x G X abbiamo

d (T (*) , T„ (*)) <  d (T (E) , T  (x)) +  d (T (x) , T n (x)) +  d (Tn (x) , T n (z))

qualunque sia z  E X. Quindi, fissato £ > o ,  è possibile trovare un intorno 
XJx di x  e un intero positivo n  (x) tali che

d (T (z) , T„ (s ))<  s

per ogni n >  n (x) , z  GUX. Chiaram ente la famiglia {Ux , x G X} forma un 
ricoprim ento aperto di X. Poiché X è com patto esiste un sottoricoprim ento 
finito {U*x , U X2 ,• • - ,

Se n >  m ax { n  (xi) , • • •, 'n (xk) } allora

d ( T w( ^ ) , T ( ^ ) ) < e

qualunque sia z  E X. Quindi {T„} converge uniformemente a T. j

Si noti che qualora la successione {d (TM(x) , T  (x)) } sia non crescente, per 
Y Osservazione 3 dal Lem m a 2 segue il Teorem a del Dini (cfr. M. Zam anski [5]).
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TEOREMA 3. S ta  X uno spazio lineare normato a dimensione f in ita , 
T  : X —> X una trasformazione debolmente contrattiva, avente punto fisso  E e X. 
Se {T^}, convergente a T , è una successione d i trasformazioni d i X in sé, 
puntualmente equicontinue, allora esiste un intero positivo n e una successione 
{ x n} tale che, per n >  n, s i ha

T n ( X n ) = X n e Xn~+\.

Dimostrazione. Sia S una sfera chiusa di centro E, e raggio r, p =  
— m ax {d (fi , T  (x)) : x  e S}. Si prova, come nella dim ostrazione del Teo­
rem a 2, che { T J  converge uniform em ente a T, in S, ed esiste n tale che, per 
n >  n , T n (S)C S.

Poiché, per il Teorem a di Brouwer, negli spazi lineari norm ati di dim en­
sione finita le sfere hanno la proprietà di punto fisso, allora per n > n y esiste 
x n 6 S , x n =  T n (xf). Essendo {xn} com patta si può concludere, per il Lem m a 1, 
c h e J
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