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Analisi matematica. —- Problème de Poincaré pour un espace 
de Stein, Nota di C onstantin  B anica  e O ctavian S t a n a s il a , pre
sentata r) dal Corrisp. E. M a r t in e l l i .

R ia s s u n to . Estendendo un risu lta to  di J. P. Serre, si dim ostra che ogni funzione 
meromorfa su uno spazio di ‘Stein ridotto è il quoziente di due funzioni olomorfe.

D ans cette note on dém ontré que toute section m érom orphe sur un espace 
de Stein réduit est le quotient de deux sections holomorphes. L a dém onstra
tion est similaire à celle du cas des variétés, avec quelques précautions en 
ce qui concerne la présence des diviseurs de zéro.

Soit (X , £>x) un espace de Stein. Pour tout ouvert U  de X, on considère 
le système m ultiplicatif fermé Su =  { /e  Y (U , 0 X) | le gèrme f x est un non 
diviseur de zéro dans l’anneau 0 X,X, quel que soit x e U } .  Il est facile de voir 
que l’association U  |-> Y  (U , 0 x)Su (l’anneau de fractions de l’anneau T (U , 0 X) 
par rapport à Su) définit un  préfaisceau; le faisceau associé est noté par M 
et s ’appelle le faisceau de gèrmes de sections m érom orphes sur X. Si 

f e Y Ç U  , &x) et le gèrme f x est non diviseur de zéro dans le point x e  U, alors 
l’application de m ultiplication p a r fO u - > e v est injective dans x  et comme le fai
sceau Ox est cohérent, elle reste injective sur un voisinage V C U  de x\ il résulte 
alors im m édiatem ent que M* s’identifie de m anière naturelle à l’anneau total 
de fractions de 0 XjX. Si l’espace (X , ®x) est réduit, alors on retrouve la con
struction de [5], page 88 et il est facile de voir que dans ce cas, S u = { / ’€ 
e T  (U, 0 X) | /  ne s’annulle sur aucun ouvert non vide de U }. On a l’inclusion 
^ C M  et pour tout nom bre fini de sections méromorphes m \ , • • •, m r , le 
faisceau des relations R (m\ , ■ • •, ml) est de type fini (car localement, mi == fijg i 
avec f i  , gi holomorphes et on a R (m i , • • •, m r) =  R ( / 1 , • • - , / , ) ) ,  donc tout 
sous-faisceau de type fini de M est cohérent. M entionons de même que si ^  
est un faisceau cohérent sur X, alors F (X , a une structure d ’espace de 
Fréchet [2] et si sur la fibre $x on considère la topologie canonique [3], alors 
l’application -naturelle r  (X , ^) -> Sr* est continue.

T h é o r è m e .  -  S t  (X , 0 X) est un  espace de Stein réduit, alors toute section 
méromorphe m e Y  (X , M) est de la form e m = f l g ,  avec f , g  e T (X , 0 X) 
( ^ S x).

Démonstration. -  Soient m  e T (X , M) et 3 =  A nn ( 0 +  mfl/fl). Comme 
0  +  m& est un sous-faisceau de type fini de M, il est cohérent, donc 3 est un  
Idéal cohérent de 0. On a ensuite 3 =  { / e  0  \ fm  e 0} et Supp 3 =  X et, de 
plus, {x  e X I 3* =  0 X>*} est un ouvert dense de X. Soit A  un ensemble

(*) Nella seduta del 12 giugno 1969.
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dénom brable, dense de X, tel que =  ö x,* pour x  e A . Soit r e X ;  on a 
une application naturelle

F (X , 3) -> 3x(mx 3*

C -  linéaire et continue (3xfmx 3x est un C =  & x j m x -  espace vectoriel de 
dimension finie, et la topologie induite par la topologie canonique de 3^ est 
séparée, car l’idéal mx 3X est fermé, dans fîx ,*). On m ontre m aintenant que 
l’application ci-dessus est surjective. Soit du théorèm e A, il existe

si , ' ’ ’, sr 6 r  (X , 3) et cp, , • • •, f r  e &x,x, tel que  ̂=? ^  ?> sùx - le  germe
» = 1

de j,- dans le point x). On a -r =  (Sep; (x) s/)x +  S (<pt- —  <p,- (x)) sitX (où on 
a noté p ar <p,- (x) e G la valeur de la fonction <p,- dans le point x), donc 
s =  (Sty (x) $i)x , m odulo m x 3x. L a surjectivité est démontrée. Si S>* =  6 XtX, 
alors 3xfmx 3 „ ~ C  et l ’application T (X  , 3 ) - ^ C  associe à chaque section sa 
valeur dans x.

L ’ensemble D* =  { j  e T (X , 3)jsx € m x 3X } est un ouvert dense de T ( X , 3) 
et conform ém ent au théorèm e de Baire, n  Dx est non vide. Soit alors

X  G A
g  e Conform ém ent aux choix faits on a g  e T (X , 6 X) , g (x )  =f= °  pour

tout x  e A  et, de plus, g m  = / e  T (X  , $x)- Il résulte alors que g  e Sx et 
que m = f / g .

Le théorèm e est démontré.

Remarque. -  On a utilisé seulement le fait que l’espace X vérifie le 
théorèm e A.
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