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Meccanica, —  Principi di minimo per la soluzione incrementale 
dei problemi elastoplastici. N ota II di M ic h e l e  C a p u r s o , p resen ta tan  
dal Socio G. S u p i n o .

Summary. -—■ In a previous paper a minimum principle has been formulated for the 
solution of the rate problem in elastic-perfectly plastic solids with regular yield surface.

In this paper such a principle is extended to work-hardening materials with regular 
yield surface.

The generalisation of the principle for singular yield surfaces, both for elastic-perfectly 
plastic and for elastic-work-hardening materials, in also given.

Finally it is shown that such principles are intimately related to a recent theorem due 
to Ceradini.

Nella N ota I del presente lavoro si è dim ostrato che la soluzione incre
m entale di un problem a al contorno per un continuo elastico perfettam ente 
plastico equivale a definire l’insieme di spostam enti ù ,• e di distorsioni p la
stiche X che minimizzano, nel sottospazio X > o , un opportuno funzionale 
quadratico. Si prende ora in esame il caso dei corpi incrudenti e si dim ostrano 
analoghi principi, generalizzandoli poi al caso dei continui con superficie 
di snervam ento di tipo singolare.

I.  Il funzionale che si prende in considerazione per i corpi elastici- 
incrudenti è fornito dall’espressione:

(54) j  m  d v — J  x, d v — J  pi ùdV +  y  1 hi? dV ì ùi dS ( 1 ) .

Esso cioè risulta variato rispetto al caso del m ateriale perfettam ente 
plastico (Cfr. (24)) per l’aggiunta dell’integrale:

(55)  - j A X * d V

positivo per definizione.
In questo caso la parte quadratica di M* soddisfa sem pre la condizione:

(56) dV + -J m  d v  >  o
V

e cioè risulta essere sempre definita positiva anche se espressa in term ini di 
variabili % ,X  per l’aggiunta dell’integrale (55).

(*) Nella seduta del 19 aprile 1969.
(1) La numerazione delle formule prosegue quella della Nota I.
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Ci si proponga ora al solito di determ inare le proprietà geometriche 
di M,- nelPiperspazio delle variabili % , X.

A tal fine se si considerano al solito due insiemi di variabili % , X e ó* , X* 
tali che:

(57) ùi — -f- Azi," , X* =  X -f- AX

con A% e AX increm enti finiti delle variabili indipendenti, si ha ancora

(58) M? =  M,- + AM,-'

essendo AM,- la variazione finita di M,- associata agli increm enti Az/,-,AX. 
Tenendo presente la (20), è evidente peraltro che risulta:

(59) M ,- =  - J  ° $ s # d V - + ± f f i ) ? d V — J  X .-tqdV — J p£ ùt d S

e quindi anche:

(60) M* =  M,- +  AM,' =  -  J (ò i j  +  Aór,y) ( 4  +  A4 -) dV +  ~  JA(X +  AX)2d V +

X, (m,- +  A«,-) d V — 1 pi (ùi +  Am,-) dS.

Dal confronto fra (59) e (60) si trae quindi im m ediatam ente:

(61) AM,' =  2 - J  (ff,y A4  +  A(j,y 4  +  A à,y Aèÿ) dV +  — (2X AX +  AX2) dV +

v \
— J x A ù ,- d V — J P i  Am,- d S .

O perando sul prim o degli integrali a secondo m em bro della (61) la tra- 
sformazione consentita dalla relazione:

(62)

si ha! ancora:

(63) a m ;

Ad,y Zij Gjj Ae,y

=  I" or,y AèÿdV +  2 - 1 Act,y AéJydV +  J  A  AX dV +  — j MX2dV+

—  X i Aui d V —• pi A ù{ dS .
J *

(64)

D ’altra  parte poiché dalla (io) risulta:

j A 4  =  Aè,y in V,

I A4  =  Aè;* AX in V ,

42. — RENDICONTI 1969, Vol. XLVI, fase. 5.
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si trae  dalla (63):

(65) AM; =  I <jÿ As,y dV ■ +  -  I Aèÿ Aé--dV +tJ don

P
+  I Kh AX dV +  — I MX2 dV —  I X,- A«, dV-• I Kk Ai

vp vp

Tenendo presente peraltro che:

- jpi Am,,-dS.

(66) 3/  • ì ,  s g ~ a ÿ = / ( ^ y )

la (65) assume la form a definitiva:

(67) AM,- =  J  òij AZij d V — J  X i Azi, d V —  j'^  Azi,- dS — j  A ( / — X) AX dV +

+  - j  Abij A & dV  +  ~  J m x 2 dV

e rappresenta cosi l’espressione ultim a della variazione finita che il funzio
nale M,- subisce a partire dal valore corrispondente ad un punto P qualsiasi 
di coordinate zi,-, X per effetto degli increm enti finiti Azi,-, AX.

Si supponga ora al solito che il punto P suddetto corrisponda alla solu
zione reale del problem a incrementale elasto-incrudente. In  tal caso le (ri
sono in equilibrio con le azioni esterne X,-, pi e si annulla per il principio 
dei lavori virtuali la quantità:

(68) j  bij A Zij dV — j  X i Aüi d V -— j  pi Azi,- dS . 
v V sj

L a (67) diviene quindi:

(69) AM,- =  — J  h ( / '—  X) AX dV +  -  j  A bij Aèjy dV +  -  j h AX2 d V .

v > v \
D ’altra  parte, come già per il caso perfettam ente plastico, non tu tto  il 

volume Vp alle soglie dello snervam ento subisce deformazioni plastiche ma 
solo una sua aliquota N pp. L a restante aliquota V Pe to rna infatti in campo 
elastico e si ha:

/  =  X >  o
(70)

/  <  o X =  o

L a prim a delle (70) consente quindi di scrivere la (69) nella forma:

(71) AM; =  — f h ( / — X) AX dV +  -  J  A à y Aèÿ dV +  -A J  h \ 7? d V .

in Vpp

in V Pe.
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D ’altra parte essendo in V^, X =  o, è evidente che dovendosi costringere 
l’analisi al sottospazio X > o ,  ivi deve porsi:

(72) AX> o .

Dalla seconda delle (70) risulta peraltro che in V Pe si ha:

(73) / — X = / <  o .

Le (72) e (73) dim ostrano quindi che, essendo h definita positiva, si ha:

(74) J ^ ( / — X) A X d V < o .

V
D ’altra parte, per definizione, risulta:

(75) ~ J  Ad,y As(y dV +  -1 J  M  X2 dV >  o

V V*
e si deduce quindi dalla (67) che:

(76) A M ;> 0

per tu tte  le  variazioni dei param etri ù{, X contenute nel sottospazio X >  o.
L a (76) garantisce in questo caso rigorosamente l ’unicità della soluzione 

e consente di dedurre il seguente principio:

T e o re m a  III .  Fra tu tti gVinsiem i d i spostamenti ùi definiti in  V  nel 
rispetto delle condizioni cinematiche in  Su e d i distorsioni plastiche X definite 
positive in  V^, l'insieme corrispondente alla soluzione reale per i l  corpo elasto- 
mcrudente rende M,* m inim o nel sottospazio X >  o.

Anche in questo caso la soluzione viene ricondotta alla ricerca di un 
minimo di campo di un funzionale quadratico e può condursi agevolm ente 
sfruttando un semplice metodo iterativo sul quale si riferirà in un  prossimo 
lavoro.

Se tu ttav ia , particolari leggi di variazione delle azioni esterne consen
tono di prevedere una m odesta influenza dei ritorni elastici, può semplificarsi 
il problem a ponendo al solito in via approssim ata:

(77) =  o

In tale ipotesi la (67) porge:

(78)

e si ha pertanto:

r*
A M ,=  - J  Aff.yA&dV +

V
7j h  AX2 dV
V

(79) AM 2- >  o

per tu tte  le possibili variazioni dei param etri ù , X senza però alcuna limi
tazione al segno dei X.
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L a soluzione che così si ottiene viene a corrispondere al punto di minimo 
assoluto di M* nell’iperspazio di riferim ento e può determ inarsi risolvendo 
un ordinario sistem a di equazioni lineari <2>.

Può quindi enunciarsi infine il principio:

T e o re m a  IV. Fra tu tti g li insiem i d i spostamento definiti in  V  nel 
rispetto delle condizioni cinematiche in  Su, e d i distorsioni plastiche X definite 
in  V p , Vinsieme corrispondente alla soluzione del problema, trascurando i ritorni 
elastici, rende M t- m inim o nelViperspazio d i riferimento.

2. I principi precedentem ente enunciati sono stati dim ostrati per sem
plicità nell’ipotesi che la superficie di snervam ento del m ateriale fosse una 
superficie di tipo regolare rappresentabile con u n ’unica espressione analitica 
del tipo:

/ ( G è  =  °  •

In  generale tu ttav ia  tali teoremi conservano la loro validità anche per 
m ateriali con superficie di snervam ento singolare rappresentàbile cioè a ttra 
verso le relazioni:

(81) fa  fiij) =  o (a =  I , 2 , v  - , n) .

Va tenuto presente ovviam ente che ai legami costitutivi (4) e (5) per i 
corpi perfettam ente plastici vanno sostituiti questa volta le relazioni:

(82) £-r. Sp

essendo:

Xa == o se / „  <  o o / „  — o ed / „  < o
(83) . . ,

X„ >  0 se / „  =  o ed / „  -  o

m entre ai legami costitutivi (6) e (7) per i corpi incrudenti si sostituiscono le 
relazioni:

(84) X  a
3/q
3<v

Xa

essendo:

(85)
Xa =  o se fa < 0  

K. ~~ fa  se , o

o fa  =  0 ed fa  <  O 

ed fa  > 0

(2) Tale soluzione approssimata per il corpo elasto-incrudente può peraltro riguardarsi 
anche come soluzione rigorosa di un corpo, a comportamento semplificato che presenti in 
luogo delle (7) le relazioni

X =  o 

X = /
(80)

se / <  o 

se f  =  o.
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In  ta l senso il num ero delle incognite puntuali del problem a nei term ini 
precedenti risulta essere dato dalle (3 +  n) funzioni:

(i J  =  I > 2 . 3)
(a =  I , 2 , •• •, n) .

Il problem a si presenta pertanto negli stessi term ini in cui è stato posto 
nel caso della superficie di snervam ento regolare con Tunica variante del
l’aum ento dei param etri à , Xa che definiscono lo spazio di riferim ento dei 
funzionali e Myv

L ’enunciato dei teorem i e la dimostrazione restano quindi sostanzial
m ente im m utate. F a eccezione l ’espressione (54) di M,- che va generalizzata 
come segue:

(86)
Hi =  Ù{ (x/)

L  =  L  (^y)

(87) M,
- I '
=  I O (él) dV + 2  J K i l d V — j  X/zi.-dV- J Pi ài d S .

3. I principii form ulati precedentem ente per i corpi elasto-plastici (Teo
rem a Ï) ed elasto-incrudenti (Teorem a II) assum endo come variabili indi- 
pendenti gli spostam enti ài e le distorsioni plastiche X ricadono in un classico 
teorem a dim ostrato da Ceradini nel 1965 come principio di massimo vin
colato in relazione alle sole variabili indipendenti X.

Si consideri infatti il funzionale (à i , X) espresso dalla (24) per
i corpi elasto-plastici:

(88) M , O (êÿ) dV — Ì X i à  dV - j p i  ài dS.

Se si pone la limitazione che i param etri h; , X diano luogo a situazioni 
sem pre equilibrate, dovrà risultare per il principio dei lavori virtuali:

(89) bij As,y dV —  j  X Aùi dY — j p i  Aùi dS
se

o

per qualsiasi variazione Az idegl i  spostam enti ài che dia luogo al sistema 
congruente di deformazioni As*y .

L ’imposizione della (89) equivale ad istituire dei legami differenziali 
lineari fra le variabili ài e i param etri X. Vale a dire che, assegnato un  qual
siasi insieme di distorsioni plastiche X in le (89) individuano univocam ente 
la distribuzione ài in V  nella forma:

(90) ài =  ùi ( X i , pi) + ' à'J (X)

(3) G. Ceradini, Un princìpio di massimo per il calcolo dei sistemi elasto-plastici, 
1st, Lombardo Se, e Lettere 1965.
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essendo % gli spostam enti relativi alla soluzione perfettam ente elastica ed ù'j 
quelli derivanti dal sistema di distorsioni X impresse in Vp al corpo pensato 
sempre perfettam ente elastico.

Agli spostam enti (90) si sposano quindi le deformazioni:

(91) kij =  Zij (X,-, pi) +  z ’ij (X)

costituite da due aliquote entram be congruenti.
R isulta quindi dalla (1):

<92) K- = -  % = %  ( x , . n  +  hi <h -  %

e si può allora scrivere:

s‘j = z'ij (% ’ Pi) + è*- (X)

essendosi indicato con

(94) s,* $ )  =  'z'ij (X) —  k t

le deform azioni elastiche che si destano nel corpo per ripristinare la congruenza 
tu rba ta  dalle i t .

Tenendo presente la (8), alle (93) si associa uno stato di tensione:

(95) <*»>• =  ay  (X,-, pi) -h b% (X)

la cui prim a aliquota, coincidente con la soluzione elastica, è in equilibrio 
con X ; , pi e la seconda, associata alle distorsioni X, è in equilibrio con carichi 
nulli.

Ciò premesso, tenendo presente che per la (20) può  scriversi:

(96) M * =  T  J  % dV - J  X i U,- dV — j  Pi ùi dS,

effettuando nella (96) le sostituzioni consentite dalle (90), (93) e (95) si ha:

(97) T / ^  +  ÒV> %  +  $  dV - / W  +  * ') dV +

—  J  Pi (ù'i +  ù'i) dS.

D ’altra parte per il principio dei lavori virtuali essendo bfj una distribu
zione auto—equilibrata di tensioni ed z'ÿ una distribuzione congruente di 
deform azioni si ha:

b% dV =  o(98)
v
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e quindi anche:

(99) [ò'tfi*- dV  =  o.
v

La (97) può quindi porsi nella forma:

(100)

essendo:

(101)

(X , , pi) -1~ (X)

m ;  -  

m ; ^ =

I cr'..è'.. d V -f  V V -  fx ,-ä '-  dV — 1 pi ìli dS
JV JV J

f  à*è* dV -1 ij ij -  f  X  u- dV — f  p J i  dS
JV JV J

SP

Com ’è im mediato rilevare dalle (101) il funzionale M£ non dipende da X 
m entre Mp è una funzione quadratica dei X. Discende da ciò, ricordando il 
Teorem a I, che la distribuzione dei X che corrisponde alla soluzione incre
m entale del problem a per il corpo elasto-plastico è quella corrispondente 
al più piccolo valore di nel sottospazio X >  o.

Tenendo presente che Mp coincide esattam ente, a meno del segno, col 
funzionale di Ceradini, il principio di massimo enunciato da detto A utore 
per i corpi elasto-plastici viene ritrovato come formulazione in un  iperspazio 
ridotto dei principii di m inimo prim a dim ostrati. È banale dim ostrare che 
per i corpi elasto-incrudenti lo stesso tipo di ragionam ento conduce a poter 
scrivere:

(102) M,- — M,‘ (X*-, pi) -j- M*-' (X)

essendo:

(103)

MÎ =  ~  J  â;y è'y dV — J  X , lit dV -  J  dS

M.- , à*, è*. dV +  -  hi? dV — X ,u  d V2 f tj ij 2 1 * z ï . -I*pi ùi 'dS .

Poiché M / coincide ancora, a meno del segno, col funzionale di Cera- 
din! per i corpi elasto-incrudenti, la validità del ragionam ento or ora fatto 
per i corpi elasto-plastici si estende senza alcuna variante anche ai corpi 
incrudenti.

4. I principi di m inimo enunciati e dim ostrati nel presente lavoro (Note 
I e II) generalizzano in term ini increm entali per i continui elasto-plastici 
il classico teorem a della m inim a energia potenziale totale per i continui 
perfettam ente elastici. Seppur forse im propriam ente essi potrebbero deno-
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m inarsi come principii della m inim a energia totale increm entale. In parti
colare, se si trascurano i ritorni elastici, tali principii (Teoremi II  e IV), 
risultano essere principii variazionali e come tali conducono alla definizione 
del problem a attraverso la soluzione di un sistema di equazioni differenziali 
lineari nelle incognite % , X. Se viceversa si vuol tener conto dei ritorni ela
stici, tali principii (Teoremi I e II) forniscono la soluzione attraverso la 
ricerca di un  m inimo vincolato e ricadono nel dominio dei problem i di 
ottimizzazione ed in particolare della program m azione quadratica. Il vantag
gio di tali principii è quello di fornire una visione organica del problem a in 
term ini di param etri che più spontaneam ente viene fatto di assumere come 
incognite e cioè gli spostam enti e le distorsioni plastiche X e forniscono 
peraltro la possibilità di sistem atizzare procedim enti di calcolo numerico in 
m aniera tu t t ’affatto generale per il calcolo increm entale delle stru ttu re elasto- 
plastiche.


