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[261] P lacido C icala, Teorìa lineare dìscretìzzata delle strutture a guscio S4S

Meccanica. — Teoria lineare discretizzata delle strutture a guscio.
N ota (#) del Corrisp. P lacido C icala.

Summary. — A linear theory for rap id variation solutions in shells of arbitrary forms 
referred to arbitrary coordinates is presented. A reduction to discrete elements is effected in 
matrix form.

Se la teoria lineare della parete sottile elastica viene ricavata dalla for
m ulazione rigorosa tridim ensionale col metodo degli sviluppi in serie di 
potenze del param etro di spessore 8, qualora circa gli ordini di grandezza 
delFincognita generica V e delle sue derivate V ,  V ' rispetto alle coordinate 
stabilite sulla superficie m edia si facciano le posizioni

v , v ' = o ( v r 1/2)

si giunge ad una formulazione che presenta certe analogie con quella che nelle 
trattazioni di lingua inglese è detta « shallow shell theory  ». Nella presente
nota, per il caso più generale sia per la forma della superficie m edia sia per
la scelta delle coordinate, di questa teoria si riporta la formulazione con errori 
relativi o (8) W e si presenta una riduzione a sistema discreto.

N o t a z io n i.

Il vettore x m che va dall’origine fissa al punto della superficie media £  
è espresso in funzione delle coordinate \ a , \ h. Queste sono stabilite in modo 
del tu tto  arbitrario: si richiede solo che la curvatura geodetica delle linee 
coordinate sia dello stesso ordine delle curvature di £ . Si introducono le 
definizioni

lfia xm ) hb x m ? ha X hfo mn

a ha ' ha > l̂ b‘ hb ' hb > l̂ ab ha ‘ hb

(i)  =  cn  ha +  c12 hb +  cld n

x m — C21 ha -j- C22 hb C23 n

x m =  Cg} ha -f- 3̂2 hb ~f~ 3̂3 n

essendo n il versore norm ale a £  e /*  — 9f/d%a , f  =  3 //3 ^ .

(*) Presentata nella seduta del 19 aprile 1969.
(1) Per la deduzione di quelle relazioni ved. la monografia: P. Cicala -  Systematic 

approximation approach to linear shell theory -  Levrotto e Bella, Torino 1965.
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Si indica con Ç la coordinata m isurata nella direzione n, compresa fra 
—  Ä/2 e ^/2 e si scrive x =  xm -f- Çrc. Sia u il vettore spostamento; delle com
ponenti medie di spostam ento si danno le definizioni

r r r
(2) ua =  ha -J u àX,jh , Ut =  h y J u d Ç/A , w  =  n- j u d Z,/h

h h h

con integrazioni estese allo spessore. Si indica con (sa x' +  saò x f+  sacn) d^b dÇ 
la risultante delle tensioni sull’elemento d^b dÇ della sezione =  cost. Simil
m ente si denota con (sb x r +  sab x  +  sbc n) d^a dÇ la forza sull’elemento d£a 
d'Z di sezione \ b .= cost. Gli sforzi risultanti sono espressi da

(3 )  S i — j Si d Ç  (i =  a , b , ab , oc , bc)
h

(4) B,- =  —j Si ÇdÇ (ì == a , b , <z£).
h

L a forza esterna sull’elemento di parete corrispondente agli incrementi 
d L  dÇ* viene scritta nella forma (Ffl +  Fb hb +  Fn n) à \a d %b.

Il sist e m a  d if f e r e n z ia l e .

Nella scrittura delle equazioni che governano lo stato di tensione in esame, 
i term ini fondam entali in ciascuna relazione saranno separati m ediante il 
segno • • • da quelli piccoli come §1/2 rispetto a questi; lo stesso segno al ter
mine dell’equazione indica l’omissione di un residuo o (8) rispetto ad un 
term ine fondam entale. Così si scrivono le equazioni di equilibrio

(s) s ; “fi Sai’ — b ~\~ Cn  Sa +  2̂1 Sb +  2 C31 Sab — • •

(6) s* +  Sai *•• +  F , +  c12 Sa +  2̂2 Sb +  2 3̂2 Sab =  • ■

(7) s « +  Sic +  G3 Sa +  2̂3 Sb +  2 £33 Sab +  Fn

(8) b ; +  B ab 4“ Sac * *• +  cn  Ba +  c21 Fb +  2 %l B ^ =

(9) b * +  B ^ +  Sbc‘ • ' +  c \2 Ba +  2̂2 B  ̂ +  2 C32 Fab =

Si osservi come la componente di carico norm ale a S, supposta dello 
stesso ordine delle tangenziali Fa , F*, entri nei term ini fondam entali m entre 
quelle intervengono solo nei term ini secondari. Per di più, in molti problemi 
relativi al guscio piatto si ha che Fa , Fb =  o (Fw §1/2), sicché tali componenti 
possono essere trascurate anche in una trattazione di II approssimazione- 
così si farà qui nel seguito.

Supposto il m ateriale elastico e isotropo, con m odulo E e coefficiente 
di Poisson v, si hanno le relazioni fra sforzi e deformazioni:

, { B } m  — E M 2 b • {x }(io), ( i i ) a • { S } =  E mh {e }
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dove {S} è la colonna dei valori Sß , S3 , Saò, { e }  quella dei valori

( 1 2 )  ea =■ ua ^ 3  w  • • Cu ua C12 tty  - *

(13) ’==z 2̂3 W • • C21 /Ua 2̂2 tib • • •

(4 4 ) &ab tta -j- Ub 2 £33 W * • • 2 C31 Ua   2 £32 Z/3 * * *

{B } è la colonna contenente Ba , Bò , Baè m entre {x} contiene

(15) xa =  w " - - -
(16) X3 =  w "  ‘ • • -

( 1 7 )  . 2 X a b = 2 w '

- c1± w  —  r i2  w  • • •

• Cn --- C>2 W> • ' •
• • — 2 r31 ze/- — 2 r32 w r •

a è una m atrice sim metrica composta con gli elementi

(18) all — ha 7 2 -

h\

a13 =  2 hra hab
72

aYl

2̂2 =  nb , ^23 ~ 2 Tib hab , <233 =  4 hlab -f- 2 (  I +  v) m

6, anche simmetrica, è composta con gli elementi

(19)
*11 =  «

2̂2 =  Ai 

Infine è

1̂2
7 2 , 2

1̂3 — - là  hat

2̂3 — ^0 '"ab ^33 — Ä  +
- v 2 --- m .

h*
12 (i — ■ v2)

Le componenti di w , { S } e {B},  insieme con Sac e S3, sono le incognite 
del sistema form ato dalle 6 equazioni (io), (11) e dalle (5)-(9).

R id u z io n e  a d  e l e m e n t i f i n i t i .

Si scompone il campo di variazione delle coordinate in intervalli costanti, 
2 Aa per E,a e 2 Ak per \ b . Sulle linee coordinate così intervallate si trovano 
i nodi^ vertici delle maglie. Per la porzione di guscio che, riportata  in un 
piano - di coordinate si trasform a nella fig. 1 si consideri il sistema di
sforzi

Sa (N) =  Aa\Ab - (r22 +  2 cdl) Aa 

Sa (S) =  Aa/Ab +  (<̂22 +  2 c3i) Aa 

Sb (E) =  Ab/Aa (gu +. 2 3̂2) A3

(20) Sb (W) =  AbjAa +  (gn +  2 £32) A3 

Sfl(C) =  - 2 A A  

§ ab (NE) — — i +  en Aa -(- 2̂2 A b 

Sab (SW) =  - I Cu Aa C22 A3

, Sß (E) =  2̂1 ^b 

j S a (W) =  c21 Ab

> S3 (S) — — C12 Aß

, S3(N) =  , 12Aß

> Sb(C) =  ~ 2 AbIAa

) Sab (SE) =  i 1̂1 Aa -[- C22 Ab

> Sab (NW) =  1 +  Cu Aa —  r22 Ab
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essendo S*'(N) , (NW) i valori di Sa nel nodo N e di Saè nel centro della 
maglia con i nodi N , W; nelle altre ubicazioni che non figurano nelle (20) 
gli sforzi S sono nulli. I coefficienti c possono tu tti calcolarsi nel nodo centrale C. 
Nella riduzione adottata  gli sforzi (20) soddisfano alle condizioni di equilibrio 
(5), (6): ad essi si associano carichi norm ali che, secondo la (7), si scrivono 
per ciascun nodo

( 2  I ) Pm  —  (^13 Sa  +  ^23 S3 +  2 £33 S aj )  4  A a A# .

I valori in parentesi si riferiscono al nodo, ad eccezione di Sab che si 
assum erà come media dei valori nelle 4 maglie adiacenti.

Sia {S*.} la colonna contenente il cémplesso degli sforzi risultanti. Essi 
si esprimono per combinazione dei sistemi (20) con fattori X/4A0A3: conse
guentem ente per essi e per i carichi Pm risultanti si scrive (2)

(22), (23) 4 A. M S , }  =  s  {x } , {P „ } =  P {X }

(2) Per , Ai -> o la (22) conduce ajle relazioni
S. =  X" — (c22 X )'+  (en X)- — 2 (c3i X)'
Sä =  X - — (fu X)-+ (f12 X)' — 2 (C32 X)- 
Sai =  — X - '+ ( fu X)'+'(fMX)\

Queste espressioni, sostituite nelle (5), (6) le verificano, nello stesso ordine di approssi
mazione. X rappresenta dunque una funzione di tensione.
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le colonne delle m atrici S e P  essendo form ate in modo ovvio in base alle 
espressioni (20) e (21) per ciascun sistema. Viene scritta l’equazione dei lavori 
virtuali di uno di questi sistemi di forze per gli spostam enti effettivi nella 
form a (3)

(24) 2 P m w  =  Z (Sa ea +  S3 eb +  Sab ea ) Aa Àb

la somma a I m em bro estendendosi ai nodi, l’altra agli elementi Aa A3. 
Le com ponenti ea , eb , eab siano disposte nella colonna {et } nello stesso ordine 
dei corrispondenti fattori nella {S/}. La relazione d ’elasticità è posta nella 
form a

(25)  { * ,}  =  « , { S , } .

Nel computo del lavoro interno si attribuisce a ciascuna maglia il relativo 
Sai, m entre gli sforzi Sa , S3 di ciascun nodo sono attribuiti ai 4 quarti di 
m aglia adiacenti al nodo (tratteggiati in fìg. 1 per il nodo N). Quindi nella 
m atrice sim metrica at si riportano sulla diagonale i valori an ITLmh , 
nei posti assegnati per Sa , S3 nel nodo che si considera, e il valore .^33/4 E mk 
ripetuto nei posti assegnati per Sab nelle 4 maglie adiacenti: i term ini a^/Rmh, 
<z 13/4 E mh , ^23/4 E w ^ sono scritti nella posizione relativa agli elementi d ia
gonale che si desume dalla matrice a . Per il sistema delle (24) si hanno 
quindi le relazioni

(26) , (27) P * {w }  =  A { X }  , A =  S* «, S/4 Aa A,

essendo P*, S* le trasposte di P ,  S.
Elim inando le X fra le (23) e (26) si ha la relazione

(28) {P OT} =  P A -1 P * { ^ } -

Per lo stesso reticolo della fig. 1 si consideri come sistema di deformazioni 
corrispondente a w  (C) =  4 Aa A3 il seguente:

X* (N) =  c12 A*

K  (S) =  —  c12 Aa

Xi (E) =  C%1 A;

(29) y-t (W) =  — c21 Ai

y-a (C) =  —  2 AijAa

y aè (NE) =  I +  <?31 Ai £32 A

yai (SW) =  i — £31 a i — <f32 Aa

y a (E) — Ab\Aa -|- cn  A i 

y* (W) =  A^/Aa — cn  Ai 

v-i (S) =  Aa/Ai — c22 Aa 

y b (N) =  A„/A i +  2̂2 Aj 

. y i ( C ) - = — 2  A J A i

) yaè (SE) =  — I +  C3X A i ---CZ2 Aa

> yaè (NW) =  — i —  Cÿi Ai £32 Aa

(3) Per Aa , o la (24) conduce alla condizione di congruenza per ea , e& , eab che si 
ottiene eliminando ua y ub fra le (i2)-(i4).
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Queste espressioni (4> attuano le (i5 )-( i7 )  con le usuali approssimazioni 
delle differenze finite, come ad esempio

4 A  w' ( Q  & w  (£, +  2 Aa) ~  w  (£a — 2 A J.

I coefficienti c sono calcolati in C. Le deformazioni risultanti sono espresse 
per combinazione dei sistemi (29) con fattori wj/\.lAa Ab\

(30} 4 A* Ab {x J  =  B { w  }

le colonne della m atrice B essendo desunte dalle (29) per ciascuna posizione 
del punto centrale C. Per questi stessi spostam enti si scrive l ’equazione dei 
lavori virtuali degli sforzi Ba , B b , Bab e relativi carichi trasversali Bp

(3  0  S P  P W =  2  (Ba xa +  Bè xb +  2 Bab xab) Aa Ab

essendo le somme estese come per la (24). Nel computo del lavoro interno si 
attribuisce a ciascuna m aglia lo svergolamento xab m entre le curvature xa , xb 
nel nodo sono attribuite ai 4 elementi adiacenti (tratteggiati in fig. 1 per il 
nodo N). Quindi, disposti gli sforzi B a , B b , B ab nella colonna { B ,} nello 
stesso ordine dei relativi fattori in {xQ,  si scrive la relazione d ’elasticità

(32) {£h} — bt {x }̂

componendo la m atrice simmetrica bt con gli elementi E hhln b^m  così come 
s’è detto per la at . Così, per le (30) e (32) il sistema delle (31) assume la 
forma

(33) { Bp} =  B * b t B { w } / 4 Aa K .

L ’equazione risolvente è la seguente

(34) {P„}  +  { P ,}  =  {P}

nella quale si pone in P la colonna dei carichi agenti, ridotti ai nodi; per i 
carichi di m em brana Pm e per quelli di piastra Bp si sostituiscono le espres
sioni (28) e (33) e da questa equazione m atriciale si calcolano gli spostam enti w.

C o n c l u s io n i .

La teoria presentata è atta  all’esame dello stato di tensione nel guscio 
presso le accidentalità: carichi concentrati, singolarità geometriche o di vin
colo lungo il contorno. Essa si basa sull’ipotesi di variazione rapida per le

(4) In sostituzione delle (20) si possono adottare per mSa , mSb , ~mSab le espressioni 
(26) di xa , xb , xah . In virtù delle identità

mpm  =  cu  +  C32 , m'jm =  ^22 +  <̂ 31

risulta che così si ottiene la medesima approssimazione: anzi, se L è sviluppabile, le (5) e 
(6) sono soddisfatte esattamente, come si richiede per le soluzioni membranali.
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incognite e non richiede nessuna posizione circa la forma della superficie 
media 2 . Anche la scelta delle coordinate è libera, salvo per una limitazione 
che esclude i riferim enti polari per la zona prossim a al polo. Il sistem a diffe- 
renziale presenta le sostanziali semplificazioni della teoria del guscio piatto: 
nelle equazioni di equilibrio in direzione tangente a 2  non intervengono gli 
sforzi flessionali e questi non sono influenzati dagli spostam enti tangenti 
a 2 . Questo perm ette di svolgere il processo di risoluzione attraverso due 
percorsi paralleli che convergono infine nelPequazione di equilibrio per le 
forze norm ali a 2 .

Il metodo di riduzione a variabili discrete qui suggerito segue appunto 
tale cammino, spezzando le complessità del sistema di 8° ordine in quelle 
di due sistemi del 40. Esso non differisce nella sostanza da un procedim ento 
per differenze finite: però, siccome le condizioni di congruenza sul primo 
percorso e quelle di equilibrio sul secondo sono scritte m ediante l’equazione 
dei lavori virtuali, le simmetrie volute dal teorem a di Betti sono rispettate 
anche per quelle condizioni di vincolo per le quali quelle simmetrie si per
dono nell’usuale riduzione alle differenze finite. Delle condizioni al contorno 
non è qui tratta to : esse introducono modificazioni nella m aglia tipo m a nes
suna alterazione nel concetto del metodo. Il processo di risoluzione si riduce 
alla immissione in m atrici delle caratteristiche della stru ttu ra, le operazioni 
matriciali essendo eseguibili dagli elaboratori su program m i correnti.

Fuori della zona dove le incognite variano rapidam ente la precisione 
delle espressioni indicate può non essere sufficiente: nelle tre equazioni di 
equilibrio alla traslazione i term ini qui distinti per diverso ordine di grandezza 
diventano tu tti dello stesso ordine, m entre quelli dovuti alla flessione scom
paiono. Il sistema ridotto, del II ordine, conviene che sia risolto a parte, 
con l’inclusione dei carichi tangenti a 2 , qui omessi. Tali sforzi si som m ano 
a quelli del sistema completo che quindi perm ette la risoluzione di una vasta 
classe di problemi.


