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Analisi funzionale. — Mesures spectrales de type p et interpo-
lation. Nota di Doina Pop, presentata ® dal Corrisp. G. FIcHERA.

RIASSUNTO. — In questa nota si estende la nozione di misura spettrale di tipo # e si
dimostra inoltre che il teorema di interpolazione stabilito in [2] conserva la sua validita anche
nel caso di misure spettrali in senso esteso.

I. -Soit & un espace de Banach et B un clan borélien de sous—ensembles
d’un ensemble T. Nous appellerons une mesure spectrale E = {E(6)};cn
dans & (voir [1]) de type p(p > 1) si:

(1) = YIE@) ] < |2l < c T |E@)x)

pour toute partition finie {6;}CB de T et pour tout x€ &, ¢ étant une con-
stante > 1.

Les mesures spectrales de type p avec ¢ =1, ont été introduites dans [2]
en étudiant certains espaces d’interpolation définis en termes de ces mesures.
Un des buts de cette note est de démontrer, que le théoréme d’interpolation
donné dans [2], s’applique également dans le cas ¢ == 1.

Si & est un espace de Hilbert toute mesure spectrale est de type 2, [4]
(si elle est orthogonale, évidemment ¢ =r1).. Dans le cas 9 = LZ(T) ou p
est une mesure >0 sur T, la mesure spectrale définie par E (6)x = yox
(xo—fonction caractéristique de o) est évidemment de type p avec ¢ = 1; si
p==21il y a des mesures spectrales qui ne sont pas de type p [3].

2. — Soit § un semi-groupe topologique et C = C(§) I'espace de Banach
des fonctions réelles, continues, bornées sur €, muni de la norme

)

|/ = sup | f(x)|. On appelle une fonctionnelle linéaire, positive ¢ sur
x€g

C (), moyenne invariante (3 gauche) si o (1) =1 et o (f) =9 (f), ou
of (x) =f(sx) pour chaque s € et quel que soit f€C (§).

Dixmier [5] démontre que tout semi-groupe abélien posséde une moyen-
ne invariante, en particulier, si § est un semi-groupe abélien discret. En
utilisant ce résultat on va démontrer le théoréme suivant

THEOREME 1. — Soiz E = {E (6)}s e s une mesure spectrale de type p (c'est—
a—dire vérifiant (1)). Alors, pour tout x € X il existe une mesure y,> o sur B
telle que:

(2) L{ |E@x) < p(o) < c|E(o) xff pour tout oce€B.

(*¥) Nella seduta del 10 maggio 1969.
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Démonstration. — Soit § le semi-groupe des sous—clans finis de B dont
la multiplication est définie de la maniére suivante: si P et Q €6, leur pro-
duit sera le clan PV Q engendré par P et Q. § est un semi-groupe abélien
discret.

Soit f,s(P) la fonction définie sur § par:

s’ o) si c¢P
®) fx}c(P)Z? eg P)?lE(m)xl\" si ceP

ou A (6, P) est I'ensemble des atomes ®Co de P. En appliquant (1) pour
x = E (6) x on obtient facilement:

@ oo (P) < | E (o) x#

donc les fonctions f,,, sont bornées sur 8. D’aprés le résultat de Dixmier,
§ possede une moyenne invariante. On posera, par définition:

e (0) = ¥ (faro) -
D’aprés (4) on a:
) e (0) < c[ E (@) x 7.

Soit Q la partition engendré par les ensembles 6 et T\ 6. ¢ étant invariante,
on a:

Y (Qfx,c> =4¢ (fx,c> .
Alors:

ofec®)= X [E@=x|" == |E(@)]

© € Als,PV Q)
pour chaque P €.  Comme ¢ est positive, il résulte:
I
TIE@ 2 < b (ofes) = (o)

d’oti, vu (5), on obtient (2).
Soient 61 et 63 deux ensembles disjoints et Q le clan engendré par o
et 62. En vertu de l'invariance de {:

b (61U062) = ¢ (fr0,00) = ¥ (frciUe)
e (01) + 1 (62) = 4 (fao, + fro) = b (@, + Frar)) -
Du fait que 61,0, € P\ Q et de (3) il résulte que:
Qfrove = o(fra + fro)

donc p, (61U06s) = W, (61) + pu (62), 1w (6) est ainsi additive. I nous reste
a montrer que si {5,}CB est une suite descendante d’ensembles telles que
No, =g, alors p,(s,) —>o. Cela résulte aisément de la deuxié¢me relation (2).
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On peut maintenant énoncer le résultat suivant:

THEOREME 2. — Soit 9C un espace de Banach, T un ensemble et B un clan
borélien de T. Soit E = {E(c)}s e B une mesure spectrale de type p et p, la mesure
numérique correspondante, définie dans le théoréme 1. Pour toute fonction numé-
rigue, B-mesurable, il existe un opératenr Uy € L (X), linéaire fermé, & do-
maine D (Uw) et tel que:

©) D (Uy) = {x |2 €2C, M(») € L{ (T)}

¢)) (U, x, 2y = JAM(L‘) d(E@x,x'y ; veDUn), ' €X'
® | MOPane <) | M o

(9) [Um| < 8 vrai max | M(7) |

(10) Ur=1 , Uwm 2Um, Uy, , Umss, O Uy, + Un, .

Démonstration. — Pour les fonctions simples, D(Uy) = 9 et les relations
(7) et (10) (avec égalité au lieu des inclusions) sont manifestes. Démontrons
les propriétés (8) et (9) pour ces fonctions. Soit M (#) une fonction simple:

M@ = o, pour tout Z2€o; et Uo;,=T.

Alors:

[Uyal? = | sup, f M@) d(E@ x, +)

[z f-

<o B lmEe)rl £ & 3 lal wa(o)).

|#
Ea,(E(c,)xx} E(@)x| <

=1

D’autre part:

iE:IO(i E(Gz)x g Jo: E (o) % 2> 2 21 |Milpp'x(6i')~

;

Donc, pour toute fonction simple on a:
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d’ou (9). On a de plus:
: 1/p
[Umzx| < ﬁ’f’[ / IM (@) |? dux@-)] < ™ yrai max [M@)| [w(D]" <
T

<A yrai max IM®)| |E(T) x| = A vrai max | M@ ]|

olt on a tenu compte du fait que E = {E(s)}; ¢ étant mesure spectrale, véri-
fie la relation E (T) = I. S’appuyant sur ces faits on peut maintenant ache-
ver la preuve du théoréme de la méme maniére que pour les mesures: spec-
trales orthogonales dans espaces de Hilbert.

Remargue. — Dans le cas ou les fonctions My, Mz dans (10) sont essentielle-
ment positives alors on a évidemment méme égalité au lieu des inclusions.

3. On désigne par Dy I'espace de Banach obtenu en complétant
‘DE = D(Uys) pour la norme [x|y = |[Uyupx| Soit F = {F(o)} .y une
mesure spectrale de type p sur un autre > espace de Banach ?f. Pour un opéra-
teur linéaire continu w de ‘DM dans Dy on désignera sa norme par |7 |wm .
On dit que la fonction @ (A9, M) positive et continue sur (0, c0)X (0, o)
est une fonction d’interpolation d’ordre p si {/‘Ds\g(Mli) ,@MM“M‘)} est une
couple d’espaces d’interpolation pour {@1&1 , D&i} (f=o0,1) (voir [2]).

- Soit Jy 41y la classe des fonctions positives @(2), définies sur (0, 00) avec
la propriété:

(o)

1 o dv (s)
© (;\)1/(15—1) - J oo+ )\x)ll(ﬁ—l)
0

ol v est une mesure sur (0, co), dépendant de ¢ et telle que:

o0
dv (s)
((+ =D < O
0

THEOREME 3. — Zoute fonction ®(ho,\) avec O (1,X)€dy,_1) homogéne
de degré I est ume fonction d'interpolation. De plus, on a

i 8/p 11/15
[1 T ”tI)(M,,,Ml) < ‘g sup (l[ TC|]M0 ” 717”M1
0l ¢y et ¢, sont les constantes intervenant dans la définition du type p des mesures

spectrales E = {E(0)}oen ¢¢ F = {F(c6)}sen.

Ce théoréme est la version du théoréme d’interpolation de [2] dans le
cas plus général ol ¢ ==1==¢,. Comme en s’appuyant sur le théoréme 2
on peut donner au théoréme 3 la méme preuve que celle donnée dans [2],
nous nous contentons de renvoyer le lecteur a ce travail.
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