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A lgebra. L, etude de certaines applications des groupes munis 
d'une topologie filtrante. Nota di I ulius G y. M aurer e M iklos 
S zilâgyi, presentata dal Socio B. .Segre.

RIASSUNTO. — Si studiano i prodotti infiniti, definiti nell’insieme di tutte le applicazioni 
univoche d’un gruppo ad operatori munito di una topologia filtrante.

Dans cette Note nous développons une ideé formuleé dans [6], pour 
déduire des théorèmes qui généralisent quelques résultats obtenus dans [1], 
[2] et [3], concernant les produits infinis definis dans certaines structures 
algébriques topologisées.

Soient G un groupe et O un ensemble d ’endomorphismes de G. On 
considère l’ensemble O comme un domaine d ’opérateurs à droite de G et 
comme une base du système des voisinages de l’élément unité e du groupe 
d operateurs G, un ensemble non vide {G|}ç £. 1 de sous—groupes norm aux 
G | G e I) permis par O, tel que:

i*. I est un ensemble dirigé [par rapport à une relation < ] ;
2* si £1 >  £2 (£1, £2 e I), alors G?1 C G |3 ;

3*. O G * =  {*}.

Alors G est un  groupe topologique H ausdorff [4].
Soient cF l’ensemble de toutes les applications univoques /  : G -> G et 

{/v}ve$ une suite M oore-Sm ith quelconque, où ( 0 ,< )  est un ensemble dirigé 
e t / v 6 ^  (v € O). À  partir de la topologie donnée dans G, on peut introduire 
sur et la topologie produit [5], dans laquelle la convergence d ’une suite 
{ /v W o  signifie une convergence ponctuelle. Il s’ensuit que les notions con­
cernant la convergence d ’un système { /v}v e o -  notions qui seront relativisées 
par rapport à un sous-ensem ble non vide quelconque H C G  — peuvent être 
formulées de la m anière suivante:

A) L a suite { /v}ve t  est fondam entale sur H Ç G  si et seulem ent si,
pour tou t et pour tou t Ç € I, il existe un v0 =  v0 (x , Q e O tel que
(Vv1)T' 1 (xfvt) e G | , pour tout v i , V2 >  v0.

B) L a suite { /v}v€ $ converge sur H C G vers l’élément /  6 f  ( / v — -> / )  
si et seulem ent si, pour tout r e H  et pour tout l e i ,  il existe un v0 =  v0 (x, y  e <I> 
tel que (xfv)~l (xf)  6 G, pour tout v >  v0.

O b s e r v a t i o n  i. — Puisque la notion de convergence est relativisée 
par rapport à un sous-ensem ble H, il s’ensuit que f eW „  n ’est uniquem ent 
déterm iné que sur H  (et non pas sur G).

(*) Nella seduta del io maggio 1969.
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O b s e r v a t i o n  2. -  Si H et K  sont deux sous-ensem bles de G, alors 
on en déduit facilement -  en utilisant les définitions A) et B) -  les propriétés 
suivantes: a) Si { /v}v e $ est fondam ental sur H et K, alors { /v}ve$  est

. H  K HflK .
fondam ental sur H fii K ; b) si f v — -» / H et f v -- -* / K , alors f v ;/ H K} 
où -'/jinK =  xf u =  V K G H n  K).

THÉORÈME i. -  S i la suite { f v }v e o est convergente sur H, alors elle est 
aussi fondamentale sur H.

H
Démonstration.- Supposons que f v— > /, donc que la propriété B) e.st vraie. 

Alors nous obtenons (x fVl)~1 (xf )  E > (^/'v2)~1 (xf )  e Gç pour tout vi ,V2> v0 . 
Il s’ensuit que (xfvf~ x ( x f f  E G= , pour tout v i , V2 >  vo, donc la propriété A).

T h éo rèm e 2. -  Soient Gç <1 G (ì; E I) et H G j G (1) 2. S i les applications
H

f v (y E O) sont des homomorphismes de H, permis par  O, et -— >fy alors f  est
un homomorphisme de H, permis par O.

Démonstration. -  Soient ^  et y  deux éléments arbitraires de H et a un 
élém ent arbitraire de O. Puisque H G G , il s’ensuit que x  , y  , xy , xcc e H. 
A partir de f v ——>f, il en résulte que, pour tout E, E l et pour les éléments 
^  , y  , xy  , xoL E H, il existe des éléments vo (x , £) , vo (y  , Ç) - , vo (xy , Ef, 
vo (eux , ?) E O . tels que les relations suivantes sont vérifiées:

( 0 (xA ) “ 1 ( x f )  e Gs , pour tout V >  v0 (V , é  ;

(2) ( y f v T 1 ( y f )  e G? , pour tout v >  vo ( y  > S) ;

(3) (xyfv T 1 (x y f)  e G? , pour tout V >  v fx y  , l) ;

(4) [ H / v] - 1[ fe « ) /]e  G* , pour tout v >  vo(a# , 'Q .

E n tenant compte du fait que <P est un  ensemble dirigé, il en résulte l’exis­
tence d ’un élément v0 E O tel que v0 ( x , £) , v0 (y, £) , v0 (xy , £)', v0 (ccx, E) <  v0. 
Donc les relations (1)^(4) sont valables sim ultaném ent pour tout v >  vo.

À  partir de la formule (3), il s’ensuit que:

(5) xy f  e (xyfv) Gi =  (xfv  ■ yfv) Gï= <2i.

Les formules (i)  et (2) signifient que ( x f fT 1 (x f)  =  g'% e , (y fv Y 1 (yf) =  
=  g" G G^ . E n tenant compte dé la relation (5) et du fait que G^<l G, nous 
avons

O / r 1 ( x f ) - 1 (x y f  ) e [(y f) - 1 (:xf)~1 x fv ■ y f f  I G? =

=  [ ( y / r 1 ( g ' y 1 -y/ .] G-? =  Kxfr^xfy]  g 5 =  ( g - y 1 g* =  g , .

(1) Les notations G|<d G et H C| G signifient1 qiie G | respectivement H sont des 
sous-groupes normaux de G permis par O et des sous-groupes de G permis par O.

(2) Si « e G , alors aG^ — {ag^ e  G^}.
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Puisque cette relation est vraie pour tout ç e I, il s’ensuit, Conformément" 
à la formule 3*, que ( y f )~x (xf)~x (.x y f ) =  e, donc que

(6) x y f = x f - y f .

L a formule (4) im plique la relation

(7) e [(xa)fv] G | =  [(xfv) x| G? .

E n  tenant compte du  fa it que a est un endom orphism e de G, que G?x 1 G= 
parce que G | est permis p ar O et que -  conform ém ent à la formule (i)  -  
on a l’égalité (xfv)~x (xf)  ' - g'% fc (P ., on en déduit que

[(xfv) a.]~x [(xu.) / ]  g [{(->/) a } '1 {(xfv)  a}.] G? =  {(.x/)~x a} • {(xfy) a} G% =  

=  [{(■''./) ' 1 ' x j \ . } a] G | •— {g'% a) G | =  G5 .

Puisque cette relation est vraie pour tout 5 6 I, il s ’ensuit, conform ém ent 
à la condition 3* que [(xf) a]^P[(*a)/] =  e, donc que ,

(B) (xf)  oc =  (xoi) / .

Les relations (6) et (8) im pliquent la validité du théorème.
Faisons correspondre la suite {cpv}v € N, où cpv = - / i / 2 « • */v e § (v 6 N) <3>, 

à la suite { /v}vGn (/v e & î ve N). Le système {9v}vGN est dénommé produit du 
système { / v }v e N et sera désigné par TLfy . Les applications f v sont les facteurs 
du produit et les applications 9V sont les produits partiels d'ordre v de Ufv . 
Le produit II /V est dénommé fondamental, respectivem ent convergent, sur le 
sous-ensem ble H C G  si et seulement si {9v}veN est une suite fondamentale,

respectivem ent convergente, sur H. Si 9V alors /  est dénommé valeur 
relative à H du produit Ufv et il sera noté ü / v =  / ( H ) .  Nous disons que Ufv 
converge inconditionnellement sur H si et seulement si I I /V converge sur H 
et sa valeur est indépendante de l’ordre des facteurs du produit.

T h éo rèm e  3 Soient les facteurs / V(v6 N) du produit II /V des endomor­
phismes de G, tels que G ^/v C Gg (Ç e I). II /V est un produit fondamental sur 
H Ç G si et seulement si, pour tout x  e H et pour tout Çe l ,  il existe un 
vo ~  vo (x  > £) e N tel que

(?) fv]~x [x9 v „]eG |, pour tout v >  v0 .

Démonstration. -  Soit II /V un produit fondam ental sur H. Alors il existe 
pour tout are H et pour tout '  e l un v0 = v 0( r , ^ e N  tel que (.rc?,.,)"'1 t  G=,
pour tou t v i , V2 >  vq . Soit V2 =  vq et soit v ( =  vi) un  nom bre quelconque, ayant

(3) N dénote l’ensemble des nombres naturels, ordonné par la relation <  . S i / , / '  e ^ ,  
alors le produit f f  est défini par l’égalité x  { f f )  =  ( x f ) f " ( x e  G).
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la propriété v > v 0 . Alors (̂ <pVo) eG^ pour tout v >  v0, donc

(io) (#<pv) e (#<pVo) G | , pour tou t v >  v0 .

Si donc v > v 0 , c’est-à -d ire  v — I > v 0, alors 

( n )  *<Pv-i'=  ( ^ e G ?).

E n tenant compte de la relation (11), du fait que les applications f v (v € N) 
sont des endom orphism es de G et de l’égalité ^ / v -  ^ e G?( ^ e G ^ ) ,  on 
obtient:

(12) *<Pv =  (*<Pv-l )/v  =  [(*?v.)^s]/v  =

=  (*<Pv.)/v • g%f V =  0?v„)/v  • g'% ■

À partir des relations (io) et (12) il résulte que (a:<pVo) / v • g' 6 (x<pVo) G | , donc 
que (*<pVo) / v G ( x fVt) G | pour tout v >  v0 . Comme cette relation est équivalente 
à (9), la condition est nécessaire.

L a condition est aussi suffisante. E n effet, supposons la validité de la 
relation (9), donc que (.x<pVo) f v e (.x<pVo) Gç, pour tout v >  v0 . Il en résulte que

(13) (*<Pv.)/v =  0<PV')g % (g% e G?) , pour tout v >  v0.

On peut écrire, pour tout v >  vo:

(14) ^ v  =  K ) / v , + i À + r " / , .

Si l’on tient compte du fait que (^çVo)/v0+i =  (^9v0)< |̂0) ( ^ 0)^G^), que les 
applications f v (y € N) sont des endomorphismes de O et enfin que -  selon 
la condition G | / v C G^ (v e N) -  on a la relation f v+2 - - - f v ~  g ^  € G^, 
on obtient:

(15) (*?v.)/v0+i fy 0+2 ‘ fv  ~  [(^9v0)/v0+l]/v 0+2 * fv  ==

=  [ ( ^ vb) 4 ° ) ] / v0+2 • • • /v  =

=  [(*<Pr„)A+2 • • ‘/v ] • ! > f  A +2 • • • /»]  =

=  [(^v„)A + 2 • • -/v] - 4 X)-
On en déduit également:

<APv„)A+2 • • • / » =  [0<Pv„)A+3 • • ‘ A L f
( 1 6 )  _ _ _ _ _  —  -----------------------------------------------------------------------------

(*<Pv.)/v-l/v =  [OPv.)/v] • 4 V" V°~1)<

où • • , ^ “ v°-1) € G r  Les égalités (14), (15), (16) et (13) im pliquent la
validité de la relation

(17) =  (x% )g'% (g1., e G,) pour tout v > v 0.

On désigne ici par g^ l’élément g^ * • •<̂ v- v°~1) eG ^ .
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Si done vi >  vo et V2 > v o ,  alors nous avons

x<PVl =  (* ? v ) ït ; x<?V' =  (x<py) Z t ( i t e G f).

Il s’ensuit que

(X%)~~X (x9v)  =  (g ^~ xì % e Gs pour tout v i , v2 >  v0 .

Donc n / v est un produit fondam ental sur H.

O b s e r v a t i o n  3 . -  De la dém onstration du théorèm e il résulte que 
a) l’affirmation du théorèm e est vraie au cas où la condition G ^/v C n ’est 
pas satisfaite pour un  nom bre fini desf y et b) dans la condition (9) l’élément v0 
peut être remplacé avec un élément quelconque >  v0 .

O b s e r v a t i o n  4. -  Si l’espace topologique G est complet, alors la 
condition du théorèm e représente une condition nécessaire et suffisante pour 
la convergence sur H du produit El/v.

THÉORÈME 4. — Soient les facteurs f v (v e N) du produit Ylfy des endomor­
phismes de G, tels que G | / v Ç G^ (f e Y). S i Ylfy est convergent sur H C G  
les facteurs du produit sont commutatifs deux à deux, alors I I /V est incondition­
nellement convergent sur H.

Démonstration. — Supposons, que I I /V =  /  (H), donc q u ’il existe un 
vo =  vo (x-, Ç) e N, pour tout x  e H et pour tout E, € I, tel que

(18) (xcpv)“ x (xf )  e G§ , pour tout v >  v0 .

On désigne par Yifÿ un quelconque des produits obtenables de Ylfy par 
une perm utation quelconque des facteurs de ce dernier produit. Soient 
v i , V2 , • • •, vVo_i les indices des facteurs /1 ,/2  , • • • , / Vo_ 1 dans le produit 
n /v  et soit Vq =  m ax (yi , V2 , • • •, vVo_!) +  1. Puisque Vq >  v0, il en résulte 
de (18), au cas où v =  Vq, la relation eG ^, donc l’égalité

(!9) x 9v-' =  (xf ) -g% G?) .

Nous désignons par <p’v le produit partiel d ’ordre v de IlaC Puisque les 
facteulrs de Ylfy sont commutatifs, il s’ensuit que

(20) x<s}y =  (*<pv; ) /v;+i • • - /v  , pour tout v >  .

U n  raisonnem ent analogue à celui qui a été utilisé pour la dém onstration 
de la suffisance de la condition formulée dans le théorèm e 3, nous conduit 
à l’égalité suivante:

0 0  x?v =  0<Pv;)4> pour tout v >  ÿ0 ,

où g ^ G ^ .  À  partir des égalités (19) et (21), nous obtenons: xcp'v =  (xf )g^,  
pour tout v >  Vq , où | ? = ^ ^ e G r  II s’ensuit que (x<p'jTl (xf)  e G ^, pour 
tou t v >Vq,  donc que Ylfy =  / ( H ) .
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N otre but sera m aintenant de trouver des conditions, dans lesquelles 
la com m utativité des facteurs de ï l fv est aussi nécessaire pour la convergence 
du produit n/v;

LEMME i. -  Soient f i  et f 2 des endomorphismes de G permis par  O, soit 
G/i =  G/2 — Gr et soit f  un homomorphisme de G r en G, permis par  O. Alors 
x  [CA —.A)/] =  x  ( /1 / )  [x C A /)]-1 , pour tout .1; e G <4>.

Démonstration. -  Soient xfi =  x i€  G', x f2 — x 2 Ç G '. Alors nous avons les 
égalités:

et

.* [(.A — A )/] =■ [ A / i - / 2) ] /  =  IA/i) A A 1) ] /  =

=  ( x i - x S X) f  =  X I  f - x f 1/  =  x 1f ( x 2f )~1

X f f l f ) \ x  (/2 / ) ] " 1 =  [ ( * / ) / ]  ■ [(x /2 )/]-1 -  Xxf -  (x2f ) ~ \

Nous désignons par II12 le produit obtenu de II /v p ar la suppression des 
facteurs /1  et f 2, c’est-à -d ire  le produit attaché au système { /v}v€ n\{i,2} •

LEMME 2. — S i  ni2 = / ' ( G / i / ÿ )  n / v —/( G ) ,  alors la suivante égalité 
est valable sur G : f i f 2f r ~ f .

Démonstration. -  Soit x  un élément quelconque de G et soient 
x '=  3/1/2 e G/1/2 et 9v — f%f±' • •/, (v e N \ { i ,  2}). Alors à partir des égalités 
II12 =  / '  (G/1/2) et î l fv =  / (G ) ,  il en résulte q u ’il existe un vo =  vo (x , Ç), 
pour tout H, € I, tel que

(22) (xr cpO“ 1 (xrf )  6 G | et ( x y f f 1 (x f) e G§ , pour tout v >  v0 .

M ais x'ÿy =  (x f i f 2) <pv =  x  (/1/2 9^) =  xcpv et x ' f ! =  (3/1/ 2) f ' — x  (/1 / 2/ ) .  
Il s’ensuit que

(23) (*<Pv) 1 ( x f i f y f )  =  (ar'<pi) 1 ( x ' f )  e Gj=, pour tou t v >  v0 .

A  partir de la seconde relation (22), on déduit que ( x f f 1 (#<pv) E G§, pour 
tout v >  v0. Il résulte de cette relation et de celle de (23) que (.x f)~ 1(xf± f z f )  e G^, 
pour tou t v >  vo. Puisque cette relation est vraie pour tou t /  6 I, il s’ensuit, 
conform ém ent à la condition 3*, que ( x f f 1 ( x f  f 2 f )  =  e ( x € G) .  Donc l’éga­
lité f f f  = = / est vraie sur G.

T h é o r è m e  5. ~ Soit G un groupe commutatif ’, soit V espace topologique G 
complet et supposons que les facteurs f  du produit I lfv sont des endomorphismes 
de G. S i » .  QA/- =  G / / ,  (i, j  e N), si 2«. [G ( J i f j - f j M f t f j  Q G(f , fy - f j f ù

(4) L’application / i  —/ 2 est définie par l’égalité: x  { f —- f )  =  ( x f )  (T /)“ 1, pour tout
xeG.
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(i , j  e N) et si 30. 11/  — /  (G) est un élément régulier à gauche <5> de 
Vanneau complet E  (G) des endomorphismes de G, alors la convergence in- 
conditonnée de II/  implique la commutativité deux à deux des facteurs 
de 1 1 /.

Démonstration. -  Soient f i  et /  deux facteurs quelconques du produit 
Ilf v  Puisque IIf v est inconditionnellem ent convergent, on peut supposer 
sans restriction de la généralité, que /  — /  et /  =  / 2 .

Nous dém ontrons, que II12 est convergent sur G/1/2 — G/2/1. Supposons 
que cette propriété n ’est pas vraie. En tenant compte du fait que l’espace G 
est complet, il s’ensuit q u ’il existe des éléments x ' € G / i /2 =  G/2f i  et Ç e I, 
mais pour lesquels il n ’existe aucun =±= Vq (x ’\ Ç), tel que

(2 4 )  ( * '  <p’Viy l {x’ 9 ; ,)  6 G | , si Vi , v2 >  v(, (x ' ,  4) .

Ici <p(; représente le produit f z f i  - ■ - f v. (i  =  i, 2). Soit x. un  élém ent de G 
pour lequel x f \ / 2 =  x ' . Puisque II /V =  /  (G), il s’ensuit que II /V est un pro­
duit fondam ental sur G; donc, pour l’élément considéré r e G  et pour un 
Ç e l  quelconque, il existe un v0 =  v0 (x , £) tel que (x(pVl)~x (xcpvJ  e G%, pour 
tou t v i , V2 >  vo. Il en résulte que

(25) c*'?;)-1 (*>;) =  i m / 2) t;,]-1 [(Vr/2) =

=  ç ',)]“ 1 [x C /i/a ?)„)] =  ( x ? ^ 1 (x?v)  e G5 ,

pour tout v i , V2 >  vo. Cette relation contredit T affirmation relative à la for­
mule (24).

Soit II12 =  / ( G / i /  =  G/2/1). À  partir des égalités / / 2 / = /  et / /  / = f  -  
qui sont vraies en vertu du lemme 2 -  on obtient les égalités, vraies pour tout 
x e G :  [x ( / 1 / 2 / ) / 1 I X A / i / ) ]  =  e et [O/1/2 ) f ' T 1 [0* / / i ) / )  =  e. Puisque, 
en vertu du théorèm e 2, /  est un  hom om orphisme du sous-groupe 
G/i /  == G/2 f i  de G et puisque G est com m utatif, la dernière égalité peut 
être écrite sous la forme: [(3/2/1) (3/1/2)“ 1] /  =  e. Donc ( # y ) / = * ,  où
y =  /2 /1 — /1 /2  et x  est un élément arbitraire de G -  c’est-à -d ire  (G y )/ ' =  e. 
Conform ém ent à la condition 2°, nous avons (G y)/i /  C Gy. Il s’ensuit que 
x  (y/1/2) =  ( / y ) / i /  6 Gy, pour tout x e G .  Puisque (G y )/ ' =  e, il s ’ensuit 
que i  (y /) — * (y /1 /2 /)  =  [* (y /1 /2 )] / =  [ (* y ) / i/2] / / =  e, pour tou t *  e G. 
Il èn résulte que y /  =  0. Puisque /  est un élément régulier à gauche de E(G ), 
il s’ensuit que y =  0, donc que / /  =  /2 /1 .

(5) Désignons par 0 l’endomorphisme de G pour lequel xQ =  e ( x e G) .  f e  E (G) est 
dénommé élément régulier à gauche si hf=̂ = 0 pour tout h e  E (G), où h -|= 0.

40. — RENDICONTI 1969, Vol. XLVI, fase. 5.
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