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Algebra. — L’étude de certaines applications des groupes munis
d'une topologie filtrante. Nota di Iurrus Gv. MAURER e MIKLOS
SzILAGYI, presentata  dal Socio B. SEGRE.

RIASSUNTO. — Si studiano i prodotti infiniti, definiti nell’insieme di tutte le applicazioni
univoche d’un gruppo ad operatori munito di una topologia filtrante.

Dans cette Note nous développons une ideé formuleé dans [6], pour
déduire des théoremes qui généralisent quelques résultats obtenus dans [1],
[2] et [3], concernant les produits infinis définis dans certaines structures
algébriques topologisées.

Soient G un groupe et O un ensemble d’endomorphismes de G. On
considére I'ensemble O comme un domaine d’opérateurs a droite de G et
comme une base du systéme des voisinages de ’élément unité ¢ du groupe
d’opérateurs G, un ensemble non vide {Gg}:er de sous-groupes normaux
Gg (E€l) permis par O, tel que:

I est un ensemble dirigé [par rapport 3 une relation <L
2% si &1 > & (&1, B2 € 1), alors Gy, C Gy,;
3% N Gg={e}.

gel

Alors G est un groupe topologique Hausdorff [4].

Soient § I’ensemble de toutes les applications univoques f:G — G et
{fv}ve s une suite Moore-Smith quelconque, ou (,<) est un ensemble dirigé
et /, €5 (ve ®). A partir de la topologie donnée dans G, on peut introduire
sur & la topologie produit [5], dans laquelle la convergence d’une suite
{/\}veo signifie une convergence ponctuelle. Il s’ensuit que les notions con-
cernant la convergence d’un systéme {7, }, co — notions qui seront relativisées
par rapport a un sous—ensemble non vide quelconque H C G — peuvent étre
formulées de la maniére suivante:

A) La suite {f,}yco est fondamentale sur HC G si et seulement si,
pour tout x € H et pour tout £ €1, il existe un Vo =Yy (x,&) €D tel que
(/o) (2f,,) € Ge, pour tout vi,ve > v,. u

B) La suite {f,}yc ¢ converge sur HC G vers I'élément f€§ (f, —f)
si et seulement si, pour tout x € H et pour tout £€ I, il existe un Yo=Yy (x,8) €D
tel que (xf,)"!(xf) €G, pour tout v > v,.

Observation 1. — Puisque la notion de convergence est relativisée
par rapport a un sous—ensemble H, il s’ensuit que f €§, n’est uniquement
déterminé que sur H (et non pas sur G).

(*) Nella seduta del 10 maggio 1969.
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Observation 2. —Si H et K sont deux sous—ensembles de G, alors
on en déduit facilement — en utilisant les définitions A) et B) — les propriétés
suivantes: @) Si {f,}veo est fondamental sur H et K, alors {f,}yeo est

fondamental sur HNK; 6) si -f, A, Su et Sy £, Sy alors f, ElfianK,
ou afy x = fy = xfy (x e HNK).

THEOREME 1. — S7 Ja suite {f,}vco est convergente sur H, alors elle est
aussi fondamentale sur H.

H

Démonstration. — Supposons que .f, —— f, donc que la propriété B) est vraie.
Alors nous obtenons (xfy, ) (2f) € Ge , (x£.,) " () € Ge pour tout vi,ve>>v,.
Il s’ensuit que (xf,) (x£,,) € G¢, pour tout vi,vs=vg, donc la propriété A).

THEOREME 2. — Sozent Gy 4G (E€l) e¢ HC |G W, 8¢ les applications
Sy (V€ @) sont des homomorphismes de H, permas par O, et f, N J, alors f est
un homomorphisme de H, permis par O.

Démonstration. — Soient x et y deux éléments arbitraires de H et « un
élément arbitraire de O. Puisque-H C G, il s’ensuit que x;y,xy,xo € H.
A partir de f, ‘—H—>f, il en résulte que, pour tout & €1 et pour les éléments
x,y,zy, xa €H, il existe des éléments vo(x,%), vo(¥,8) , vo(ay, &),
v (ax, k) € @ tels que les relations suivantes sont vérifiées:

(1) (f,) Y (xf) € Gg , pour tout v =>vg(x, £);
(2) (WA ' (yf) € Gg,  pour tout v =vo(y,E);
(3) (xyf)y Y (xyf) € Ge pour tout v =>vy(xy, £);
4) [(xe) A1 H(xo) 1€ Ge , pour tout v > vo‘(otx LE).

En tenant compte du fait que @ est un énsemble dirigé, il en résulte I'exis-
terice d’un élément vy € @ tel qué vo (x,8), vo (9, 8), vg (v, E), vy (ax, &) < V.
Donc les relations (1)-(4) sont valables simultanément pour tout v = vo.

A partir de la formule (3), il s’ensuit que:

(5) xyf € <xyfv> GE = (va : yfv) GE (2)‘

Les formules (1) et (2) signifient que (xf,)" (xf) =g, € GrE y (AT f) =
=g €G, . En tenant compte de la relation (3) et du fait que G¢<1 G, nous
avons

)™ ) (ayf) € [ )™ @)™ (s - /)] Ge =
= [ (g0 341 Ge = [ ) 2] Ge = () G = Gy .

(1) Les notations Gge<d G et H C|G signifient’ que Gg respectivement H sont des
sous-groupes normaux de G permis par O et des sous-groupes de G permis par O.
(2) Si aeG, alors aGE: {agg;gE GGE}'
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Puisque- cette relation est vraie pour .tout & €1, il s’ensuit, conformément:
a la formule 3%, que (3/)™! (2f)™ (x3f) = ¢, donc que

© xyf = - f -
La formule (4) implique la relation
™ (o) f € [(xa) /1] Ge = [(#/,) 2] G .

En tenant compte du fait que « est un endomorphisme de G, ‘que Gea C G
parce que Gg est permis par O et que — conformément & la formule (1) —
on a Pégalité (xf,)™ (xf) = = £.€G,, on en déduit que

() 2]t [(x) £ ] € [{Cf ) o}t {(afy) 23] Gg = {(f) a} {(xf)) @} Gy =
= [ )™ 2} a] Ge = (ge0) Gy = Gy

Puisque cette relation est vraie pour tout & €I, il s’ensuit, conformément
a la condition 3%, que [(xf)a] ™ [(xe)f] =¢, donc que.

®) (2f) o« = (x0)) f.

Les relations (6) et (8) impliquent la validité du théoreme.

Faisons correspondre la suite {p,}yen, oU @, =fifa---f, €S(vEN) @,
a la suite {f,}yen (f, €F ;veN). Le systetme {p,}, ex est dénommé produit du
systtme {f,}yex et sera de&gne par IIf,. Les applications f, sont les facteurs
du produit et les applications ¢, sont les produits partiels d’ordre v de I, .
Le produit IIf, est dénommé fondamental, respectivement convergent, sur le
sous—ensemble H C G si et seulement si {¢,},en est une suite fondamentale,

respectivement convergente, sur H. Si o, A f, alors f est dénommé wvaleur
relative & H du produit IIf, et il sera noté IIf, = f (H). Nous disons que IIf,
converge inconditionnellement sur H si et seulement si IIf, converge sur H
et sa valeur est indépendante de lordre des facteurs du produit.

THEOREME 3. — Sozent les facteurs f, (V€ N) du produit 1If, des endomor-
pﬁzsme& de G, tels que Gef, C Gy (EE D. IIf, est un produit fondamental sur
H CG si et seulement si, pour tout x €H et pour tout Eel, 7] existe un
Vo =Vo(x,8) EN tel que

9 [(xoy) /4]t [x9y,] € Gy, pour tout v >v,.

Démonstration. — Soit I/, un produit fondamental sur H. Alors il existe
pour tout x €H et pour tout & €I un vy =v(x,E) €N tel que (xg,,)7" (xp,,) € Gy,
pour tout vi, va = vo. Soit vz = vg et soit v(= v1)un nombre quelconque, ayant

(3) N dénote I’ensemble des nombres naturels, ordonné par la relation <. Si f, S €es,
alors le produit ff’ est défini par Iégalité’ x (ff') = (xf) /" (x € G).
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la propriété v >vo. Alors (x9,) ! (x9,,) € G¢ pour tout v > v, donc
(10) (xq,) € (x¢,,) Gg, pour tout v >y, .

Si donc v >v,, cest-a—dire v—1 >v,, alors

(11) Yoy_1 = (x0,,) &, (& €Gy).

En tenant compte de la relation (11), du fait que les applications f, (v € N)
sont des endomorphismes de G et de 1'égalité & fy _gEEG§<g§€G§> on
obtient:

(12) xp, = (xpv—1) fv = [(x9,,) gg]fv =
= (xcpvo)fv.'ggfv = <x<on>fv : g,g .

A partir des relations (10) et (12) il résulte que (x@,)7, - g’EE (x9,,) Gg, donc
que (x9,,)f, € (x¢,,)Gg pour tout v>v,. Comme cette relation est équivalente
a (9), la condition est nécessaire.

La condition est aussi suffisante. En effet, supposons la validité de la
relation (9), donc que (x9,)f, € (x9,,) Gg, pour tout v>v,. Il en résulte que

(13) (xPy) fy = (x9y,) &, (£ €Gy,  pour tout v >v,.

On peut écrire, pour tout v > vg:

<I4> Xy = (xcpvo)f\'o+l fvn+2 e S

Si l'on tient compte du fait que (x@,)fy,+1= (xp,,) g(o) ( gw)FGE) que les
applications £, (v € N) sont des endomorphismes de O et enfin-que — selon
la condition Ggf, CGz(v€N) — on a la relation g0f, ,---f, =g®e€G,,
on obtient:

(15) (Eov) fort otz - o = [B@) frsal ootz -+ s =
= [(xev) 0] fopre -+ fo =
= [Py Suiz - Sl [80 farz - /)] =
= (o) frrz - fu] - 40

On en déduit également:

(xPvy) frut2  Sv = [(F00) Frors - - 11882
(16) e L ol

ol 'gg’,' . .’gév—vo—l)EGE. Les égalités (14), (15), (16) et (13) impliquent la
validité de la relation
(17) xp, = (v9,)g, (g,€G)  pour tout v>y.

On désigne ici par g{; élément g{» gg) e gfé“—"«—b €G,.
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Si donc vi >vp et va > v, alors nous avons

xp, = (¢, )8 (&€G) ; o, =(x9,)8 (8€G,.
Il s’ensuit que
<x<PV1>_1 (xe,) = (gg)‘l ‘?E € GE pour tout - vi, va > vp.

Donc IIf, est un produit fondamental sur H.

Observation 3. - Dela démonstration du théoréme il résulte que
@) 'affirmation du théoréme est vraie au cas ot la condition Ggf, CGg nlest
pas satisfaite pour un nombre fini des f, et 4) dans la condition (9) 'élément v,
peut étre remplacé avec un élément quelconque vy =>v,.

Observation 4. — Si I'espace topologique G est complet, alors la
condition du théoréme représente une condition nécessaire et suffisante pour
la convergence sur H du produit TIf,.

THEOREME 4. — Sozent les facteurs f, (v € N) du produit 1If, des endomor-
Phismes de G, tels que Ggf, CGe (£ €1). Si IIf, est convergent sur HC G et
les facteurs du produit sont commutatifs deux & deux, alors IIf, est incondition-
nellement convergent sur H.

Démonstration. — Supposons, que IIf, = f(H), donc qu’il existe un
vo = vo (x-, £) €N, pour tout x € H et pour tout £ €I, tel que

(18) (xp,) ! (xf) € Gg , pour tout v >v,.

On désigne par IIfy un quelconque des produits obtenables de IIf, par
une permutation quelconque des facteurs de ce dernier produit. Soient
Vi,V2, ", W,—1 les indices des facteurs f1,/f2, -, f,,—1 dans le produit
I/, et soit vy = max (v1,ve, -, V1) + I. Puisque vy >v,, il en résulte
de (18), au cas ol v = v, la relation (xp,)™" (2f) € G¢, donc Dégalité

(19) XCPV; = (xf>g§ (gg € Gg) .

Nous désignons par ¢, le produit partiel d’ordre v de Ila’. Puisque les
facteurs de IIf, sont commutatifs, il s’ensuit que

(20) x@y = (%@y) fyr1- -+ fy,  pour tout v>vj.

Un' raisonnement analogue a celui qui a été utilisé pour la démonstration
de la suffisance de la condition formulée dans le théoréme 3, nous conduit
A 'égalité suivante:

(21) xpy = (7o) & pour tout v >y,

ol gééGE. A partir des égalités (19) et (21), nous obtenons: xq, = (xf) e
pour tout v >v;, ol g :gg'g,r}g €G,. Il s’ensuit que (o)t (2f) €G,, pour

oF
tout v > v;, donc que IIf) = f (H).
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Notre but sera maintenant de trouver des conditions, dans lesquelles

la commutativité des facteurs de Ilf, est aussi nécessaire pour la convergence
du produit ILf,.

LEMME 1. — Soient f1 et fo des endomorphismes de G permis par O, soit
Gfr = Gfe = G’ et soit f un homomorphisme de G' en G, permis par O. Alors

% [(h—F)F1 = x (Af) [x o), pour tout x€G @,

Démonstration. — Soient xf1 = x1€ G', xfe = x2 € G'. Alors nous avons les
égalités:

x [(A—F)f] = [x (A—f)lf = [(@h) (fs DI f =
= (-2 N f = nf x5 f = wf (ef)

et
& (Af) [x (RO = (D)1 (@) F17 = xa f- (@ f )

Nous désignons par Iliz le produit obtenu de IIf, par la suppression des
facteurs fi et f», c'est-a-dire le produit attaché au systéme {filvenqre -

LEMME 2. = S¢ Il =f'(GAfe) et TIf, = f(G), alors la suivante égalité
est valable sur G: fifof =J.

Démonstration. — Soit x un élément quelconque de G et soient
x'=zxf1f2€Gfrfe et @ =/ f4 v (0 €N\ {1, 2}). Alors & partir des égalités
e = f" (GAife) et IIf, = f(G), il en résulte qu’il existe un vo = vo (x, &),
pour tout & €1, tel que

(22) (' o)y (2 f)€Gy et (xp)t(xf)€Gs, pour tout v >v,.

Mais x'¢y = (2f1/2) ov = # (fife ) = 20, et x'f' = (@fif)f = x (Afof).

Il s’ensuit. que

(23) () (i fof) = (') (¥ f) € Gy, pour tout v = v,.

A partir de la seconde relation (22), on déduit que (xf)!(x¢,) € G, pour
tout v=>v,. Il résulte de cette relation et de celle de (23) que (xf) ™ (x/1fe /) € G,
pour tout v > vp. Puisque cette relation est vraie pour tout £ €I, il s’ensuit,
conformément & la condition 3%, que (xf)™ (xf1/2f") = ¢ (x € G). Donc l'éga-
lit¢ fifef =f est vraie sur G.

THEOREME 5. — Soit G un groupe commutatif, soit lespace topologique G
complet et supposons que les facteurs f, du produit 11f, sont des endomorphismes

de G. Si1° Gfif; =Gf /i (7, 7€N), si 2% [G (fify —Fi fOLFif; C G S — i)

(4) L’apphcatxon J1—Jf2 est définie par Pégalité: x (f1 — f2) = (xf1) (xf2)—L, pour tout
x€G.
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(@Z,7€N) et si 30 IIf, =f(G) est un élément régulier & gauche ® de
Dannean complet E.(G) des endomorphismes de G, alors la comvergence in-
conditonnée de 1If, implique la commutativité deux & deux des facteurs

de 11f,.

Démonstration. — Soient f; et f; deux facteurs quelconques du produit
IIf,. Puisque TIIf, est inconditionnellement convergent, on peut supposer
sans restriction de la généralité, que f; = f1 et f; =fa.

Nous démontrons, que Iliz est convergent sur Gfifa = Gf2/1. Supposons
que cette propriété n’est pas vraie. En tenant compte du fait que I'espace G
est complet, il s’ensuit qu’il existe des éléments x’' € Gfifs = Gfafi et £ €1,
mais pour lesquels il n’existe aucun vj = v (z/, £), tel que

(24) @ o) (2 e) €Ge,  si ovi,ve>vp(a, E).

Ici oy, représente le produit f3fa---f,, (=1, 2). Soit x un élément de G
pour lequel xf1fp = x'. Puisque IIf, = f (G), il s’ensuit que IIf, est un pro-
duit fondamental sur G; donc, pour I'élément consideré x € G et pour un
£ el quelconque, il existe un vo =vo (x, &) tel que (x¢,, )™ (x9,,) € G¢, pour
tout vi,v2 =>vo. Il en résulte que

(25) e, )7 (el) = [ fp) @, 17 (1 f) @, ] =
= l-x(flfz (Pi,l)]gl [x (flfz CP:,Q] = <x@v1>—1 (.X(pw) € GE ,

pour tout vi,ve =>vo. Cette relation contredit P'affirmation relative & la for-
mule (24).

Soit The= f'(Gf1 /o= Gfaf1). A partir des égalités fifof'=f et fofif'=f -
qui sont vraies en vertu du lemme 2 — on obtient les égalités, vraies pour tout
2 €G: [x (AL S [x(oif)] = e et [(Wfif)f T [(af2/1)f") = e. Puisque,
en vertu du théoréme 2, f' est un homomorphisme du sous-groupe
Gfife = Gfef1 de G et puisque G est commutatif, la derniére égalité peut
étre écrite sous la forme: [(xf2f1) (¢/1/f2) 1]/ = e. Donc (xy)f' =e, ol
Y =/2/1—/1/2 et x est un élément arbitraire de G — c’est-a-dire (Gy) /' = e.
Conformément & la condition 29 nous avons (Gy)/fi/z CGy. Il s’ensuit que
x (Y1 fz) = (xy) f1/2 € Gy, pour tout x € G. Puisque (Gy)f' =e¢, il s’ensuit
que # (1f) = x (tfifof) = [x (Wi flf' = [(9) Aifel ' = ¢, pour tout x €G.
Il én résulte que yf = 0. Puisque f est un élément régulier & gauche de E (G),
il s’ensuit que y =0, donc que fi/2 = f2 /1.

(5) Désignons par 6 I’endomorphisme de G pour lequel 20 = ¢ (x€G). feE (G) est
dénommé élément régulier & gauche si 4f==6 pour tout Z€E (G), ol %==6.

40. — RENDICONTI 1969, Vol. XLVI, fasc. 5,
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