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Idrodinamieca.

Onde provocate da moti periodici del fondo di
un canale. Nota di GIaMBATTISTA ScarpI®), presentata “” dal Socio
G. Svurino.

SUMMARY. — The first order approximation study of waves generated in a channel
by motion of its bottom is carried out, to find the analytic expression of the free surface.
We are interested to a movement of the bottom which is a travelling wave with exponentially
decreasing amplitude.

I. — I problemi riguardanti I'insorgere di fenomeni ondosi in un canale
sono stati — e sono tutt’ora — largamente studiati sia nel caso che il moto sia
indotto dallo spostamento di una parete verticale (battente) [1] [2] [3], sia
che esso derivi da particolari condizioni iniziali imposte al pelo libero [4]
[5], sia infine che esso venga causato da spostamenti del fondo [3]; in quest’ul-
timo caso si pud pensare che tale studio sia utile per avvicinarsi all’esame
di fenomeni reali che potrebbero essere originati da movimenti sismici; &

| —

g 7 7 % "
Fig. 1

nostra intenzione eseguire un esame di due tipi possibili di movimenti del
fondo (periodici nel tempo), determinando il fenomeno ondoso da essi gene-
rato. Limiteremo lo studio alla prima approssimazione, utilizzando lo schema
matematico di liquido perfetto in moto piano irrotazionale, per cui esisterd
il potenziale ¢ (x, v, #) della velocitd, tale che, se 2% e v sono le componenti
della velocita nelle direzioni x,y rispettivamente (ved. fig. 1), sari

2 o
3 o — 2%

= ’ Dy

(*) Istituto di Idraulica della Facoltd di Ingegneria dell’Universita di Bologna.
(**) Nella seduta del 19 aprile 1969.
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Con le ipotesi fatte, discende dall’equazione di continuitd che ¢ deve soddi-
sfare — come noto — I'equazione:

_ %%¢ e
(I> Ach_ 2 +W‘—O

con la condizione di Poisson al pelo libero (y = H):

2o
or2

(2 gg—;"+ =0

e con le condizioni al fondo e alla parete verticale:

3) () =v="r9 (x>0, y=0)
@ () =u=o0 (x=o0, o< y<H)

dove nella (3), se g (x, #) ¢ la legge che descrive la forma del fondo del canale,
sara f(x,?) :%g(x,t).

2. — Primo caso.
Supponiamo che la funzione f(x,#) che compare nella (3) sia

(5) Ffx,?) = Ae—** cos K¢

con A, A, K costanti assegnate; cio¢ il fondo si solleva periodicamente nel
tempo, con un’oscillazione la cui ampiezza decresce allontanandosi dall’ori-
gine, e tende a zero a distanza infinita.

Consideriamo la funzione potenziale

©) 9 (x,9,2) =— 2 Chmyy sin (Kt — mox) —
0
o Ap a,w B _, -
——;Tp—e 4 coskﬁycosKt+Te #cos A (y + 7) cos K¢

dove Ag, A, ,mo,N;,7, B sono costanti da determinare.

e

E immediato verificare che la (6) soddisfa la (1); la (2) resta verificata
se risulta

) gmy ThmoH = K2
(®) —ghtg h, H = K2
©) —ghtg A(H47) = K2,

La (7) determina un solo valore di 7, mentre la (8) da tutta una suc-
cessione di infiniti valori positivi per A,, per cui ¢ giustificato il segno di
sommatoria nella (6); la (9) permette di determinare il valore di tg A (H- #),
e quindi di tg M.
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La condizione (3) ci da, con la (6), tenendo conto della (5)

(8_:;;) = — B sin M e~ cos K¢ = Ae~** cos K¢
Y Jy=0
cioe — Bsin = A, e quindi resta determinato
—A
(10 B—gp O

La (10), con facili deduzioni dalla (9), puo essere posta nella forma

AVKEfg22

(1) B=— ghsin AH — K2 cos AH

L’ultima condizione cui deve soddisfare ¢, la (4), ci da
(SS%)PO = A9 Ch moy cos K¢ —F; Ajcosh,y cos Ke—Bcosh(y +7)cos Ke= o
che fornisce la seguente relazione da soddisfare nell’intervallo o <y < H:
(12) A()Chmoy—l—EA;COS)\I,}/=BCOS7\(3/—I—7’>.

=1

Ma Chmoy,cos Ay, costituiscono un sistema completo di funzioni
ortogonali nell’intervallo o <y < H, come autofunzioni dell’equazione

s+ wpfp=0

con le condizioni gfy(H) — K2f, (H) = o; allora possiamo esprimere pel
loro tramite il secondo membro di (12). I coefficienti Ag, A, sono dati dalle
formule seguenti:

H
fChmoycosk(y-}-r)dy
0
(13) Ao=B H
/ Ch2 myy dy
0
H
fcoslpy cos A(y +7)dy
(14) A,=B -2

H
/ cos2 Apy dy

0

(1) Notiamo che conoscendo tg 7, resta l'incertezza sul segno di sin Ar; ma questo non
ha alcuna importanza, dato che si sceglie sin 27> o risulta B < 0, e se si scegli sinl < o
¢ B > o (supposto A > o).
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che danno rispettivamente

(13) Ay — 2Bmy gy Shz sin {y — A Ch 2y cos §o -+ A cos A
7\2+mﬁ 2y + Shzy Chz,
; A — 2BAp Acosezp cosly - Apsinzg sin {— A cos M
(147) T 2 2 i )
A 2p -+ sin zp CoS 2y

ove si ¢ posto zy=myH, Lo=AH+7), z,=2H. Quindi la ¢ data
da (6) risolve il problema posto. La sopraelevazione del pelo libero ¢ data
da

(15) 1= (5], = — 2% ChmgH cos (Kt —myx) +

mog

+y 2K 7 cos MH sin Kz + —]%E— cos A (H + 7) sin K¢.

Vi ¢ quindi un’onda che si propaga con velocitd £/, di ampiezza costante,
e inoltre una successione di onde stazionarie la cui ampiezza decresce con
legge esponenziale allontanandosi dalla parete verticale.

3. — Secondo caso.

Supponiamo che la f(x,#) che compare nella (3) sia data da
(16) f(x,£) = Ae=* cos (K¢ — ox) + Be—Msin (K¢ — ox).

Cioe¢ il fondo si muove seguendo un’onda sinusoidale che avanza con velocita
K/o assegnata, la cui ampiezza va smorzandosi esponenzialmente con la di-
stanza. Assumiamo la seguente funzione come potenziale di velocita:

(17)  o(x,y,8) =—Chmgy [% sin (Kz‘—mox)~——z—‘;~ cos (Kt — myzx)| —
- —Ay % A B .
———;;1 e "#" cos A,y [T\f cos K¢+ —7\f smKt. +
+e~*{cos (Kt— ox) [CCh 6(y+7) cos A(y+s5) + D Sh o(y-+7) sin A(y+5)]+
+'sin (K¢ —6x) [CSh 6 (y+7) sin A (y +s) — D Ch o (y+7) cos A (¥ +9)]},

essendo Ao, Bo,A,, By, m0,2,,C,D,7,s costanti da determinare, mentre
sono assegnate K, ¢ e A.

La (17) soddisfa la (1), come si pud verificare; la condizione di Poisson (2)
da luogo alle seguenti relazioni:

(7" gmo ThmgH = K2
(89 —ghptg ), H = K2

32. — RENDICONTI 1969, Vol. XLVI, fasc. 4,
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analoghe alle (7) e (8) del paragrafo precedente, e in pit fornisce il seguente
sistemna:

(18) goThe(H +7) — g tgh(H + 5) = K2
goCtho(H 4 )+ ghctg A (H + 5) = K2

Il sistema (18) & del tipo

!
{

) ax — by = K2

(18,> a b
[+, =K

con a=g06, b =g\, x=ThoH +7), y=tgh(H+ ). Si ha subito da
(18") I'equazione di secondo grado in y
(19) bK29% 4 y (K4 — a2 —4%) — $K2 = o
il cui discriminante
A2 — (K4 — g2 — p2)2 4 4 42 K4

¢ ovviamente positivo; quindi vi sono per ¥ e quindi per #, due radici reali
distinte. Ma da (18") possiamo anche ricavare I'equazione di 2° grado in

(20) aK2x —x (52 + K4 —a?) + aK2 = o

I1 prodotto delle radici x1 , x5 della (20) & x1 x2 =1, quindi sard x;1 < 1, xg > I:
ma x =Tho (H 4 7) <1, quindi la radice x5 >'1 va scartata; il sistema
(18) ha pertanto una sola soluzione per Tho (H +7) e per tgh (H -+ 5), e
quindi per Thor e per tgAs @. La condizione (3), vista la (16), da

e (3)

Y Jy=0
+ D (6 Ch o7 sinAs 4 A Sh 67 cos As)] + e=** sin (K¢ — ox) -
+[C (6 Ch o7 sin As - A Sh 67 cos As) —D(c Sh 67 cos As —ACh 67 sin As)]=
= Ae~* cos (Kt — ox) + Be—* sin (K#— ox)

Ne segue il sistema lineare in C, D:

= ¢~ cos (K¢ — ox) [C (¢ Sh 67 cos As — A Ch 67 sin As) +

(22) aC + D =A
BC—aD =B
essendo ‘
(23) % = 6 Sh 67 cos As — A Ch 67 sin As
2 = ¢ Ch o7 sin As -+ A Sh 67 cos As
4 :
da cui si ha
_ BB—<A
o-at
5 ? D BA—aB
T Tz ypr

(2) Per quanto riguarda la determinazione di sin As si veda la nota @ del paragrafo
precedente.
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Resta ora la condizione (4), che ci permettera di determinare Ao, A,
Bo,B,; si ha

(26) (%) T Ao Ch 9y cos K¢+ Bg Ch 0y sin K¢ -

-]-gcos Ay [Ay cos Ke+ By sin Ke]l—acos K¢[CCh o (y + 7) cos A (y +5) +
+DSho(y+7)sinh(y+ )]+ osin K¢[CCho(y+7) cosh (¥ + ) +
+DSho(y+7)sind(y+ )] —2sin K£[C Sho(y +7)sinh (y 4 5) —
—DCho(y+7)cosh(y+ )] —o cos K¢ [C Ch c‘(y+¢) sinA (y + ) —
—DCho(y+7)cosh(y + )] =0

cioe, ancora, le due relazioni, valide per o< y< H:

(27) AgChmoy + X A,cos b,y =AC — D) Cho (y+ 7) cos A (3 + ) +
=1 ‘

+ (D + 6C)Sho (y +7)sin A (y + )

(28)  BoChwigy + ¥, B,cosh,y =—(D +6C)Cho (¥ +7)cosh (v +s) +
=1

+ WC—6D)Sho(y +7)sina(y + ).

Ma, per le proprieta delle funzioni Ch gy, cos A,y viste nel paragrafo 2,
si ha:

(20) Ag = (0C — 6D) 91 + (WD + 6C) 92
(30) A, = (\C — 6D) 35 + (D + 6C) 9

€

(1) By = — (WD + 6C) 9 & (\C — oD) 95
(32) B, = — (D + 6C) 93 + (\C — oD) 3
essendo

H
/ChmoyChc(y‘l—r)cos)\(y—l—s)dy
0

(33) dy=

H
{Chzmoydy
0
H
[Chmoy'Shc(y +7)sinA(y + ) dy
(34) Jp= = H

'/'Chzmoydy

0
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H

/cos)\pyChc(y—}—r)cosl(y—|~s)dy
0
(35) J3 = H
/coszkﬁydy
0
H
[coslpyShc(y—]—7)sin7\(y—l—s)dy
(36> dg= - H

/ cos2hrsy dy

0

Si ottiene dopo semplici calcoli

(37) I = [(70 + 0)2 + 22] I[Sh 70 Ch zo + 2] {<m0 + G) Sh (30 + CO) cos $o +
+ A Ch (20 + o) sin #o— (720 + o) Shor cos As — ACh o7 sinks } -+

I
F T — o 71 [Shzs Chzg Tz 7707 @) Sh (50— Co) cos Do+

=4~ A Ch (20 — &o) sin %o + (720 — &) Sh 67 cos As — A Ch o7 sin As }

I .
(38) 82 = o T [ShaeChz T 0] 1070 T 0) Ch (o + Co) sin Bo—
— ASh (20 4-Co) cos o — (20 + o) Chor sinks 4 ASh 67 cos As} —

1
— T — o) T 3] [Shzs Chiza F 2] L

0o— G) Ch (Zo —Co) Sil’l 8‘0 —

— A Sh (g0 — Zo) cos $o — (720 — o) Ch 67 sin As — A Sh o7 cos As}

. :
(39) %= [62 4 (A + 25)?] [cos 25 sin z5 + 23] {o5h o cos (z, 4 o) +

4 (A4 +2) Ch¢osin (g5 4 99)—oShorcoshs— (A, +2) Ch orsin s} +

1
+ [0% + (Ap — A2)][cos 25 sin 25 4 2] (o

4+ (A — 1) Ch {o sin (2,—%9)— 0 Sh 67 cosrs + (A, — A) Ch o7 sin As) }

Sh o cos (2, — 90) +

1

(40) 1= G, T oz stz ] 1000 G0 i Gy - H0) —

— (A—N)Ch o cos (g, + Bo)—0c Shorsinis + (A, 4 X) Ch orcoshs } +

1
+ [(62 4+ (Ap—N)2] [cos zp sinzp - 25] {o

— (A, — A) Ch &g cos (z,— 90) + 6 Sh o7 sinks 4 (A,— 1) Ch 67coshs }

Sh Go sin (g, — %) —

dove si & posto zo=moH ,9o=2AH + ), =0 (H —{—r),z},:xPH.'
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La forma del pelo libero ¢ data da

(41) 7= (ng ) =-—ChmoH [ cos (K¢—mox) + K sin (Kt—mox)| —

-y e % cos M H [——

s K sin K¢ + By K
p=1 &

A cos Kz} —
&

— %e—“{sin (Kt — o6x) [CCh o (H + #) cos A (H + ) +

+DShoMH 4 7)sin A (H +s)] —cos (Kt—ox) [CSho(H +7)sin x\(H 4+ 5)—
—DCheoMH +7)coshA(H + )]}

Il pelo libero ¢ dunque costituito da un’onda progressiva di ampiezza
costante, che avanza con velocitda K/m,, cui si sovrappone un’onda con velo-
citd di propagazione uguale a quella del moto del fondo che si era imposto
(K/o), che perd decresce di ampiezza con legge esponenziale; inoltre sono
presenti oscillazioni stazionarie la cui ampiezza decresce pure con legge espo-
nenziale, che costituiscono i vari términi della serie che compare in (41).

E immediata I’estensione al caso in cui la perturbazione del fondo sia
una qualsiasi funzione periodica rispetto ad x, di periodo T =2=/c che si
smorzi con legge esponenziale, e che si propaghi con velocitd £/c, cioé quando
la f(x,?) sia del tipo

(42) Jflx,t)=eMF (bt—ox);

sara infatti sufficiente eseguire uno sviluppo in serie di Fourier della F, che
risultera del tipo

(43) F(kt—ox) = ’g [@, cos n (kt — ox) 4 b, sinn (bt — ox)] .

Data la linearitd del problema, la soluzione si otterrda sommando le
funzioni potenziali relative ad ogni termine della serie; esse saranno date
aricora dalla (17), ove si sostituisca #K a K, #o a o; le condizioni (7'), (8"),(18"),
determineranno, per oghi n, 1 valori m2g,, , Apn 7, , S, da sostituirsi a ),
X, 7, s nella (17). Le medesime sostituzioni, eseguite nelle (235), (29), (30),
(31), (32) forniranno i coefficienti C,,D, , Ag,., As,», Bo,n, Bs,» analoghi ai
C, D, ecc. che compaiono in (17). Quindi la forma del pelo libero & espressa
dalla relazione seguente:

(4 =X =), =

Bo,n Kn

sin (K¢ —my, ,x)| —

. S Ao,» K
= *n;l Ch my,, H { o 2 cos (nKt —my , x) +

0,7 O,n
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00 00
— ) As. K . K
— E e 1% cos MoaH |— 22227 gin Kozt 4 Bo.n Kn cos Knt| -+

e s &,n &hn :
+§e-w X {—mnsinn(Kt—ox) [C,Ch no (H + 7,) cos A (H -+ s,) +
n=1

+ D, Sh#ne (H +7,) sinA (H + s,)] + #K cos % (K¢ — ox)-
[C,Shne (H + 7,) sin A (H+ 5,)—D, Ch #o (H + 7,) cos A H+s)1}-

4. — CONCLUSIONTI.

Si vede, nei tre casi studiati, che il fenomeno ondoso indotto dal moto
del fondo presenta, oltre all’insorgere di onde che — pitt 0 meno fedelmente —
ripetono gli spostamenti del fondo, anche un’onda (o una serie di onde nell’ul-
timo caso) progressive, d’ampiezza costante, e la cui velocith di propaga-
zione non ¢ imposta da quella che eventualmente ha il moto del fondo (come
nel secondo dei casi esaminati), ma dipende in modo essenziale dalla profon-
dita dell'acqua nel canale in quiete, in modo simile a quanto avviene nel
caso di onde provocate da una ventola.
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