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G eom etrie finite. —  Calotte complete di un SS f , con ç pani U  
Nota di Claudio D i Comité, presentata ("> dal Socio B. S e g r e .

R iassun to . — In a Galois space S3,?, with q = 2h, h odd >  3, complete [(^2+ q + 4 )/2 ]-  
caps are constructed.

1. In uno spazio di Galois S3^ (cioè in uno spazio proiettivo a tre dim en
sioni sopra un campo di Galois y f  si chiama, com ’è noto, [6], /^-calotta 
o calotta d ’ordine k  un insieme di k  punti a tre a tre non allineati. U na 
/é-calotta si dice completa, [6], se non è contenuta in una (k  +  i)-calo tta . 
Se è q 4= 2, l’ordine massimo di una calotta è q1 +  1, [3], [6] (l’ordine m assi
mo di una calotta di S3j2 è 8); una calotta d ’ordine massimo si chiam a ovaloide. 
Se Ç e dispari, tu tti e soli gli ovaloidi di S3j  ̂ sono le quadriche ellittiche, [1], 
[3], [6]. Se è q pari, q 2, ogni quadrica ellittica è un ovaloide, m a esistono 
ovaloidi che non sono quadriche ellittiche, [3], [4].

B. Segre ha provato in [3] il seguente teorema:
Dato un qualunque q {pam o dispavi, della forma q =  p 1̂ con p  prim o ), 

si può determinare (almeno) un k soddisfacente alle lim itazioni

( T-G {q2 +  q +  4)/2 <  k  <  {q2 +  3 q - f  6)/2,

m  guisa che m  S3j  ̂ esista qualche k—calotta completa, la quale non risu lti un  
ovaloide.

In  particolare, se q ~  3 {mod. 4), ciò che precede ha luogo addirittura per k  
uguale a l prim o membro delle suddette lim itazioni. Se invece q è dispari 3 
ed inoltre q ^  1 {mod 3), quanto sopra — oltre che eventualmente per k  uguale 
a quel prim o membro -  ha sempre luogo per almeno un valore d i k maggiore 
d i esso e soddisfacente alle lim itazioni indicate.

In  questo lavoro, sfruttando un risultato di M. Tallini Scafati, [8], sugli 
archi completi di S2,?, con q =  2  ̂ ed h dispari, si dim ostra che anche per 
q =  2h, h dispari ed h >  3, esistono {q2 f  q f  4)/2-calotte complete di S3,* (**), 
cioè esistono /è-calotte complete con k uguale al primo m em bro delle limi
tazioni (1.1).

2. In  uno spazio di Galois S3;^, con q — 2 h} h dispari ed h >  3, si consi
deri la quadrica Q rappresentata , in un sistema di coordinate omogenee 
(x i > x 2 > x s } x 4)> dall’equazione

x \  + ^ 1 3 + ^ 2 4  Xi =  o .

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Contratto di Ricerca del C.N.R. «Geo
metria, Algebra e Questioni Connesse ».

(**) Nella seduta del 19 aprile 1969.
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Il piano tangente in O2 (o , 1 , o , o) a Q interseca O nella conica di equa
zioni

x \  +  x ± x 3 +  x \ =  o , x 4 =  o,

la quale, poiché h è dispari e quindi 1 è un elemento di seconda categoria, [6],
si compone di due rette coniugate in una estensione quadratica di y . Ne
consegue che Q è una quadrica ellittica e quindi un ovaloide, [3].

Per ogni a e yq — {1}, sia Ca la sezione di O con il piano na di
equazione x 3 =  ax4 e sia Cla la collineazione in S3^ rappresentata dalle 
equazioni

x'i =  (a +  i ) x i  , x '2 =  X2 +  a2XA , x 3 =  (a2-±- i)x s  , oc4 — (a2 +  1) *4.

Si verifica facilmente che Qa trasform a Ca nella conica Ca di equazioni 

x 2 +  x 4 x 4 fi- x 2 x 4 =  °  , x 3 =  ax:4 .

Si indichi con l’insieme costituito dai q\2 punti di C’a di coordinate 
(b , b2 -f- b , a , 1), con b elemento di prim a categoria, e dai due punti
Oi (1 , o , o , o) e O2 (o , i , o , o).

Per [8], è un (g +  4)/2~arco completo del piano iza . Allora anche
-1 -1 '
Qu (K^) =  K a è un (g +  4)/2-arco completo di £la (na) =  na . Gli elementi di 
K a sono i ql2 punti di Ca di coordinate

(2.1) (b (a -p 1) , (b2 -fi b) (a2 -fi 1) a2, a , 1),

con ^ elemento di prim a categoria, il punto Oi.■(€ Ca) ed il punto Ö 2 (^C a).
Si consideri ora la conica Ci sezione di Q con il piano n 1 di equazione 

x 3 =  x 4 .
C i, come si verifica facilmente, è una conica non degenere passante per O2 

ed avente per nucleo il punto O i , quindi, [2], [6], l’insieme Ki costituito 
dai punti di Ci e dal punto Oi e un +  2)-arco completo (ovale) del 
piano 7-q.

Posto K — u  Kö, si proverà che:

PROP. i. -  L'insiem e  K è una (q2 +  q +  4)\2 -calotta d i S3^ .
Poiché l’intersezione di due qualunque archi , K &f (<a e a' apparte

nenti a yq , a=\= ar) è costituita dai due soli punti Oi ed O2, si ha subito che 
il num ero di punti di K è (q2 +  q +  4)/2.

Inoltre, l’insieme H =  K —  {O i}, essendo contenuto in Q, è una calotta 
e ogni re tta  per Oi o appartiene ad uno dei piani iza (g E yg)f e quindi contiene 
al più un punto di H (un punto di K a diverso da Oi), o appartiene al piano 
x 4 =  o, ed anche in questo caso contiene al più un punto di H (il punto O2 
che è l’unico punto di H sul piano x 4 =  o). Si conclude che Oi ha indice zero 
rispetto ad H, [3], e quindi K è una calotta.
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3. Si proverà che:

Prop. 2. -  La calotta K è completa.
Sia P un qualunque punto di S3^ non appartenente a K. Se P appar

tiene ad uno dei piani na (,a e y ?), poiché K a è un arco completo di na, per P 
passa una secante di K a e quindi di K. Se P non appartiene a nessuno dei 
piani Tza , allora P è un punto del piano x 4 =  o non appartenente alla retta 
Oi O2. Per poter concludere che K è completa basta allora dim ostrare che 
anche in questo caso per P passa una secante di K.

A  tal fine si indichino con (m  , n  , 1 , o) le coordinate di P. Si consideri 
il piano TUp polare di P rispetto a Q, esso ha equazione

(3-0  x 1 +  m x3 +  (m  +  n) x 4 =  o.

Il piano rep sega Q in una conica non degenere CP che contiene O2 ed un 
punto T  di Ci distinto da O2 (il punto di coordinate , n2, 1 , 1)).

Sostituendo le coordinate (2.1) in (3.1), si ha

(3-2) cl (b +  tri) -f- b +  m +  n ~  o.

Si distinguono i seguenti casi:

1) n  =|= o, m  di seconda categoria,
2) n  ={= o, m  di prim a categoria,
3) n  =  o, m  di seconda categoria,
4) n  =  o, m  di prim a categoria.

Nel prim o caso, per ogni elemento b ài prim a categoria risulta b +  m  =|= o, 
quindi per ogni b di prim a categoria esiste un unico elemento a E yq che 
verifica la (3.2), inoltre, essendo n =J= o, risulta a - j= 1. In questo caso quindi 
Cp contiene, oltre ai due punti O2 e T  di K, esattam ente altri q\2 punti di K.

Nel secondo caso, per ogni b di prim a categoria distinto da m  esiste un 
unico a appartenente a e distinto da 1 che verifica la (3.2), m entre per 
b =  m  non esiste alcun a E yq che verifica la (3.2). Quindi in questo caso, 
oltre ai due punti O2 e T  di K , Cp contiene esattam ente altri ( g —- 2)/2 
punti di K.

•Nel terzo caso, per ogni b di prim a categoria risulta b +  m  =j= o, quindi 
per ogni b di prim a categoria Punico valore di a che verifica la (3.2) è a =  1. 
In questo caso quindi Cp non contiene alcun punto di K distinto da O2 e T.

Nel quarto caso infine, la (3.2) è verificata per b =  m  ed a arbitrario, 
quindi CP contiene oltre ai due punti O2 e T, i q — 1 punti di K  aventi coor
dinate (2.1) con b =  m  ed a E yg — {1}, conseguentemente risulta CpC K.

Nei prim i tre casi si supponga per assurdo che P abbia indice zero rispetto 
a K, allora le rette che da P proiettano i punti di K distinti da Oi sono in 
numero di (ç2 L  Ç 2)/2 e ciascuna di esse o è tangente a Q o è secante di Q. 
Poiché nei prim i tre casi Cp contiene al più {q +  4)/2 punti di K, al più 
(q +  4 )12 di dette rette sono tangenti a Q, quindi almeno (q2 —  2)/2 di esse 
sono secanti di O, il che è assurdo essendo q >  2 ed essendo (q2 — q)j2 il

30. — RENDICONTI 1969, Vol. XLVI, fase. 4.
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num ero delle secanti di Q passanti per un qualunque punto non appartenente 
a Q> [3]* Si conclude che P non ha indice zero rispetto a K.

Nel quarto caso, essendo C pCK ,  non può farsi una dimostrazione ana
loga a quella relativa ai prim i tre casi. Si considerino allora due punti di K 
di coordinate rispettivam ente

(p i +  0  , (pì ~\~.bi) (<h +  0  +  al , ai > 1),

(p2 (a2 -f- 1) , (^2 "h b2) (a\ +  0  +  ^2 y ^2 , 1),

con ai ed a2 elementi di yq distinti tra  loro e diversi da 1, e b\ , b2 elementi 
di prim a categoria.

D etti punti sono allineati con P (m , o , 1 , o) se e solamente se sono 
soddisfatte le relazioni

bi (ai + 0  +  2̂ (a2 +  1) +  (a± +  ai) m  — o,
(3.3)

bi (al +  1) +  b2 (al +  1) +  (a\ +  al) (m 2 +  1) =  o.

Si ponga ai +  1 =  c i , a2 +  1 — c2 , ]!bi =  di , yb2 =  d2\ allora ci e c2 

sono due elementi non nulli distinti e di e d2 sono due elementi di prim a 
categoria, [6].

Con le suddette posizioni le (3.3) si scrivono secondo le 

ci d \  +  c2 d2 +  (ci +  c2) m  — o , (̂ 1 di +  c2 d2 +  (a  +  c2) (m +  i))2 — o,

dalle quali conseguono le relazioni

(3 4 )
ci (d i +  m) +  c2 (d i +  m) =  o,

£1 (di +  m  +  1) +  c2 (d2 +  m  +  1) — o.

Allora, per provare che per P passa una secante di K, è sufficiente far 
vedere che esistono due elementi a  e c2 di non nulli e distinti, e due ele
menti di e d2 di prim a categoria, tali che sussistano le (3.4).

Si supponga per ora di aver provato (il che si farà in seguito) che esistono 
due elementi di prim a categoria di e d2 distinti e diversi da fm  tali che

(3-5)
di -j- wi 

di +  m  +  I

d2 +  m  

d2 +  m  +  I
=  o;

allora, assum endo ci — d \  +  m  , c2 =  d \  si ottengono quattro  elementi
di , d2 , a  , c2 che soddisfano alle condizioni richieste. Resta così provato, 
anche nel quarto caso, che per P passa una secante di K e si conclude quindi 
che la calotta K è completa.

Si proverà^ora che esistono due elementi di prim a categoria di e d2 distinti 
e diversi da tali che sussista la (3.5).

Poiché la (3.5) si può scrivere secondo la

(di -p di) (di d2 +  (m  +  1 ) (di +  di) -f- ni) =  o,
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è sufficiente provare che esistono due elementi di prim a categoria di e d% 
distinti e diversi da tali che

(3.6) d\ d% +  (m  +  1) (di +  df) +  m  =  o.

A  tal fine si consideri la quartica F di S2,̂  (g =  2 h, h dispari, h >  3) 
rappresentata, in un sistema di coordinate omogenee (x1, x 2 , x 3), dall’equa
zione

(x 1 x 3 +  xf) (x2 x 3 +  x 2) +  ( m + i )  (xi x l +  x 2 x 2 +  x 2 x \  +  x \ xf )  +  m x\ =  o.

Come si verifica facilmente, F  è irriducibile ed am m ette come unici 
punti m ultipli i punti Oi (1 , o , o) ed O2 (o , 1 ,0),  ciascuno dei quali è doppio 
a tangenti principali coniugate in una estensione quadratica di yg. La F è 
dunque ellittica e, detto N il num ero dei suoi punti semplici (nessuno dei 
quali appartiene alla re tta  Oi O2), per una formula di Hasse-W eil, [9], [io], 
si ha

(V ? -  O2 <  N <  (jjg +  1)2.

Essendo q >  25, risulta N >  2 1. Esiste allora un punto appartenente 
ad F  ed avente coordinate (u , v , 1) tali che

u2 u } v

Posto di =  u2 fi- u  , d% =  v2 +  v, si ha subito che di e d% sono due ele
m enti di prim a categoria diversi da che verificano la (3.6). R isulta inoltre 
di =j= d<i perché in caso contrario si avrebbe di ~  d2 =  Ì?n.

Resta così com pletam ente provata la prop. 2.
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