ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

CLAUDIO D1 COMITE

Calotte complete di un S;,, con q pari

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 46 (1969), n.4, p. 385-389.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1969_8_46_4_385_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1969_8_46_4_385_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1969.



[179] CLAUDIO D1 COMITE, Calotte complete di un Ss,q , con g pari 385

Geometrie finite. — Calotte complete di un S,,, con g pari®.
Nota di Crauprio D1 Cowmitk, presentata @ dal Socio B. SkGRrE.

RIASSUNTO. — In a Galois space Ss,q, with ¢ = 2%, % odd > 3, complete [(¢2+q-4)/2]-
caps are constructed.

L. In uno spazio di Galois S;,, (cioé in uno spazio proiettivo a tre dimen-
sioni sopra un campo di Galois Y,) si chiama, com’¢ noto, [6], A-calotta
o calotta d’ordine £ un insieme di 4 punti a tre a tre non allineati. Una
k—calotta si dice completa, [6], se non & contenuta in una (£ 4+ 1)—calotta.
Se ¢ g == 2, 'ordine massimo di una calotta & g% + 1, [3], [6] (Pordine massi-
mo di una calotta di S; 5 & 8); una calotta d’ordine massimo si chiama ovaloide.
Se ¢ ¢ dispari, tutti e soli gli ovaloidi di S3,¢ sono le quadriche ellittiche, [1],
[3], [6]. Se ¢ ¢ pari, ¢ 9= 2, ogni quadrica ellittica & un ovaloide, ma esistono
ovaloidi che non sono quadriche ellittiche, [3], [4].

B. Segre ha provato in [3] il seguente teorema:

Dato un qualunque g (pari o dispari, della forma g = P con p primo),
St puo determinare (almeno) un k soddisfacente alle limitazion:

(r.1) P+ g+ p2<rk<(2+ 39+ 6)2,

tn guisa che in Sy, esista qualche k-calotta completa, la quale non risulti un
ovaloide.

In particolare, se g = 3 (mod. 4), cio che precede ha luogo addirittura per k
uguale al primo membro delle suddette limitazioni. Se invece g ¢ dispari == 3
ed inoltre ¢ == 1 (mod 3), quanto sopra — oltre che eventualmente per k uguale
a quel primo membro — ha sempre luogo per almeno un valove di k maggiore
di essa e soddisfacente alle limitazioni indicate. ’

In questo lavoro, sfruttando un risultato di M. Tallini Scafati, [8], sugli
archi completi di S,,, con ¢ = 2% ed /% dispari, si dimostra che anche per
g = 2% % dispari ed % > 3, esistono (g% + ¢ + 4)/2—calotte complete di S;,,,
cio¢ esistono A-calotte complete con 4 uguale al primo membro delle limi-
tazioni (1.1).

2. In uno spazio di Galois S;,, con ¢ = 2% / dispari ed /4 > 3, si consi-
deri la quadrica Q) rappresentata, in un sistema di coordinate omogenee
(%1, %9, x5, x4), dall’equazione

23+ xy 23 + 22 + w2y + 291y = 0.
(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Contratto di Ricerca del C.N.R. « Geo-

metria, Algebra e Questioni Connesse ».
(*¥*) Nella seduta del 19 aprile 1969.
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I1 piano tangente in Oz (0, 1,0, 0) a Q interseca Q nella conica di equa-
zioni

#Htxxgtal=0 , x=0,

la quale, poiché /% ¢ dispari e quindi 1 ¢ un elemento di seconda categoria, [6],
si compone di due rette coniugate in una estensione quadratica di v,. Ne
consegue che Q ¢ una quadrica ellittica e quindi un ovaloide, [3].

Per ogni a€y,— {1}, sia C, la sezione di Q con il piano =, di
equazione x3 = ax, e sia Q, la collineazione in S3, rappresentata dalle
equazioni

rn=(@+)xn , h=r2t+adxs , x3=(@2+ Nz , xi=(a+1)x.
Si verifica facilmente che Q, trasforma C, nella conica C, di equazioni
XAy xy F g =0, x3=ax,.

Si indichi con K I'insieme costituito dai ¢/2 punti di C, di coordinate
6,62+ 6,a,1), con b elemento di prima categoria, e dai due punti
O1(1,0,0,0) e O2(0,1,0,0).

Per [8], K, ¢ un (g + 4)/2—arco completo del piano =,. Allora anche

—1 ~1
Q. (K) =K, ¢ un (¢ + 4)/2—arco completo di Q,(x,) = m,. Gli elementi di
K, sono i ¢/2 punti di C, di coordinate

(2.1) (ba+1),2+ 8 (@2 + 1)+ a2 a, 1)

con 4 elemento di prima categoria, il punto O1(€¢C,) ed il punto Oz (e C,).

Si consideri ora la conica C; sezione di Q con il piano =; di equazione
X3 = xy.

Ci, come si verifica facilmente, ¢ una conica non degenere passante per Oz
ed avente per nucleo il punto O;, quindi, [2], [6], Uinsieme K; costituito
dai punti di C; e dal punto O1 e un (¢ + 2)-arco completo (ovale) del
piano ;.

Posto K= U K,, si provera che:

aeyq
PRrROP. 1. — L'insieme K ¢ una (¢® + g + 4)/2—calotta di S; ,.

Poiché lintersezione di due qualunque archi K,, K, (¢ e &' apparte-
nenti a y,, a==a') ¢ costituita dai due soli punti O1 ed Oz, si ha subito che
il numero di punti di K ¢ (g2 + ¢ 4+ 4)/2.

Inoltre, Pinsieme H =K — {O;}, essendo contenuto in Q, & una calotta
e ogni retta per O o appartiene ad uno dei piani =, (¢ € v,), € quindi contiene
al pitt un punto di H (un punto di K, diverso da Op), o appartiene al piano
x4 = 0, ed anche in questo caso contiene al pilt un punto di H (il punto Oz
che ¢ J'unico punto di H sul piano x, = 0). Si conclude che O; ha indice zero
rispetto ad H, [3], e quindi K & una calotta.
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3. Si provera che:

PRrROP. 2. — La calotta K é completa.

Sia P un qualunque punto di S;, non appartenente a K. Se P appar-
tiene ad uno dei piani =, (2 € y,), poiché K, & un arco completo di w,, per P
passa una secante di K, e quindi di K. Se P non appartiene a nessuno dei
piani m,, allora P ¢ un punto del piano x; = 0 non appartenente alla retta
O102. Per poter concludere che K & completa basta allora dimostrare che
anche in questo caso per P passa una secante di K.

A tal fine si indichino con (#, 7, 1,0) le coordinate di P. Si consideri
il piano mp polare di P rispetto a Q, esso ha equazione

(3.1 x1 + may + (m + n) x4 = o.

Il piano wp sega Q in una conica non degenere Cp che contiene O ed un
punto T di C; distinto da O (il punto di coordinate (241,72 1, 1)).
Sostituendo le coordinate (2.1) in (3.1), si ha

(3.2) alb+m)+b+m—+ n=o.

Si distinguono i seguenti casi:

1) #==0, m di seconda categoria,
2) #==0, m di prima categoria,
3) 7 =0, m di seconda categoria,
4) n =0, m di prima categoria.

Nel primo caso, per ogni elemento & di prima categoria risulta & + 7 == o,
quindi per ogni 4 di prima categoria esiste un unico elemento « €y, che
verifica la (3.2), inoltre, essendo 7 =0, risulta == 1. In questo caso quindi
Cp contiene, oltre ai due punti Oz e T di K, esattamente altri ¢/2 punti di K.

Nel secondo caso, per ogni & di prima categoria distinto da 2 esiste un
unico @ appartenente a vy, e distinto da 1 che verifica la (3.2),” mentre per
b = m non esiste alcun « €y, che verifica la (3.2). Quindi in questo caso,
oltre ai due punti O e T di K,Cp contiene esattamente altri (g — 2)/2
punti di K.

Nel terzo caso, per ogni & di prima categoria risulta 6 + 7 == o0, quindi
per ogni 4 di prima categoria 'unico valore di @ che verifica la (3.2) &€ @ = 1.
In questo caso quindi Cp non contiene alcun punto di K distinto da Og e T.

Nel quarto caso infine, la (3.2) ¢ verificata per 6 = m ed a arbitrario,
quindi Cp contiene oltre ai due punti Oz e T, i ¢ — 1 punti di K aventi coor-
dinate (2.1) con &6 =m ed a€y,— {1}, conseguentemente risulta CpC K.

Nei primi tre casi si supponga per assurdo che P abbia indice zero rispetto
‘a K, allora le rette che da P proiettano i punti di K distinti da O1 sono in
numero di (¢2-4¢ 4 2)/2 e ciascuna di esse o & tangente a Q o & secante di Q.
Poiché nei primi tre casi Cp contiene al pit (¢ 4 4)/2 punti di K, al piu
(g + 4)/2 di dette rette sono tangenti a Q, quindi almeno (¢2 — 2)/2 di esse
sono secanti di ), il che & assurdo essendo ¢ > 2 ed essendo (¢2—¢)/2 il

30. — RENDICONTT 1969, Vol. XLVI, fasc. 4,



388 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLVI — aprile 1969 [182]

numero delle secanti di Q passanti per un qualunque punto non appartenente
a Q, [3]. Si conclude che P non ha indice zero rispetto a K.

Nel quarto caso, essendo CpC K, non puo farsi una dimostrazione ana-
loga a quella relativa ai primi tre casi. Si considerino allora due punti di K
di coordinate rispettivamente

Gr(a+1), 6+ b)) @ +1)+at,a, 1)
(b2 (a2 + 1), (85 + b2) (a5 + 1) + a5, a2, 1),

con a1 ed ap elementi di v, distinti tra loro e diversi da 1, e &1, 62 elementi
di prima categoria.

Detti punti sono allineati con P (#,0,1,0) se e solamente se sono
soddisfatte le relazioni

br(a 4 1) + b2 (az + 1) + (a1 + a2) m = o,

(33 B@+ D)+ b@+ 0+ @+ ad)e?+ 1) =o.

Si ponga a1+ 1=vci,a+ 1 =co, Jb1 = d1, bz =ds; allora c; e ¢
sono due elementi non nulli distinti ¢ &1 ¢ @2 sono due elementi di prima
categoria, [6].

Con le suddette posizioni le (3.3) si scrivono secondo le

£1d12+£2a'22+(51—|—62)m:o , (aditcde+(ate)(m+1)=o0,

dalle quali conseguono le relazioni

a1 (df 4+ m) + ca(ds + m) = o,

(3.4) c(@+m+ 1)+ c2(de+m+ 1) =o.

Allora, per provare che per P passa una secante di K, ¢ sufficiente far
vedere che esistono due elementi ¢; e ¢z di v, non nulli e distinti, e due ele-
menti &1 e d» di prima categoria, tali che sussistano le (3.4).

Si supponga per ora di aver provato (il che si fard in seguito) che esistono
due elementi di prima categoria &) e & distinti e diversi da Y tali che

i+ m ds + m
(3-5) =0;
d+m 41 do+m -+ 1

allora, assumendo ¢; = dgz +m, o= d? + m, si ottengono quattro elementi
d1,dz, c1,c2 che soddisfano alle condizioni richieste. Resta cosi provato,
anche nel quarto caso, che per P passa una secante di K e si conclude quindi
che la calotta K ¢ completa.

Si provera ora che esistono due elementi di prima categoria 2 e dz distinti
e diversi da Jm tali che sussista la (3-5).

Poiché la (3.5) si pud scrivere secondo la

(d1 + ) (di d2 + (m + 1) (d1 + dz) + m) = 0,
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¢ sufficiente provare che esistono due elementi di prima categoria & e b
distinti e diversi da }» tali che

(3.6) dide + (m + 1) (d1 + do) + m = o.

A tal fine si consideri la quartica F di Sy, (¢ = 2% /4 dispari, % > 3)
rappresentata, 'in un sistema di coordinate omogenee (x, x4, x3), dall’equa-
zione

(123 +23) (xgx3 +23) 4 (e + 1) (123 + 2] 22+ 2 23 + 22 22) +mxt =o.

Come si verifica facilmente, F ¢ irriducibile ed ammette come unici
punti multipli i punti O1 (1,0,0) ed Oz2 (0, 1, 0), ciascuno dei quali ¢ doppio
a tangenti principali coniugate in una estensione quadratica di y,. La F ¢
dunque ellittica e, detto N il numero dei suoi punti semplici (nessuno dei
quali appartiene alla retta Op Og), per una formula di Hasse-Weil, [9], [10],
si ha

(fg —* <N < (Jg + 02

Essendo ¢ = 25, risulta N > 21. Esiste allora un punto appartenente
ad F ed avente coordinate (#, v, 1) tali che

WA u==\m , -+ ov=m

Posto &1 = 22 + u ,ds = 22 + v, si ha subito che &1 e @2 sono due ele-
menti di prima categoria diversi da Jm che verificano la (3.6). Risulta inoltre
d1 ==dp perché in caso contrario si avrebbe & = db = ]/7_7;

Resta cosi completamente provata la prop. 2.
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