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Geometria differenziale. — Generalizzazione dell’ operazione « pa-
rentesi quadra»®. Nota di Mauro Capursi, presentata dal Socio
E. Bomriani.

SUMMARY.—Let Zj be the set of all differentiable tensor fields of type (»,0) defined
on a differentiable manifold: in this paper the Author generalizes the bracket operation defined
on I(l) and therefore he makes the direct sum of the family (if;)l. e into a Lie algebra over
the real number field.

1. Sia V una varietd differenziabile di classe C* @ e dimensione 7 e
detta § l'algebra delle funzioni differenziabili su V, siano ¥ e Tj(» € N)
rispettivamente I'§-modulo dei campi vettoriali differenziabili su V e I'§mo-
dulo dei campi tensoriali differenziabili su V di specie (r,0), essendo
=5 e Tp=%

In questa nota si generalizza la nozione di operazione « parentesi quadra »
definita su X, se ne determinano alcune proprietd e si munisce lo spazio
vettoriale su R somma diretta della famiglia (‘IB),-GN di una struttura di alge-
bra di Lie.

2. Nel seguito, se X € T((»> 1), per ognif € F e perogniz € {1,2,---,7},
si denota con X} il campo tensoriale @ su V di specie (» — 1, 0) definito per

ogni (f1, -, fre1) €F " da
X}(fl y "t '>fr—1> =X (fly' : 'yfz'~1 )f)fz'" ' 'yfw—1>;

se poi X €%, per ogni f€, si pone X} = Xf, mentre con S si indica la
simmetrizzazione di T¢(/ € N*).

Denotato con §,, il gruppo delle permutazioni di {1,2,---,m}, se
(X,Y) €T XZp(r=1,s=>1), sia [X,Y] lapplicazione di ‘5«'“_1 in & defi-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Contratto di Ricerca del C.N.R. « Alge-
bra, Geometria e Questioni connesse ».

(**) Nella seduta del 19 aprile 1969.

(1) Nel seguito si scrivera « differenziabile » in luogo di « differenziabile di classe C® »,
e, quando non ci sara possibilita d’equivoco, si ometterd anche la parola «differenziabile ».

i(2) E noto che ogni X €3 j puo essere considerato come un’applicazione R-multilineare
di %’A. in ¥ tale che se g1, g2 & per ogni (f1,---, ) ed,confs = g1ge ed 1< i< 7, risulta

X{fosofimr, 8182, fitr, - ) =1 X (i, o fimr, 82, fit1, o, o) +
+g2X<f1 :""fi—l’gl ’ﬁ+1:""f;’)'
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nita per ogni (f1, -+, frrs1) € 3‘7'“_1 da

[X ) Y] (fl ) 'afr—l-f—1> =
T rts—n1 E (

XY Gy o) oot 57+ 5 Fatropamny) —
6E€EG, 11 21 o(h) o) Mokt e lrts

=

5
—*]; Y& agayre ooy Soeany s vfa<r+s—1>>>'

Si verifica subito che [X,Y] ¢ un campo tensoriale su V di tipo
(r+s—1,0) e che se X e Y sono campi vettoriali su V, [X, Y] ¢& il
campo vettoriale determinato dalla legge di composizione « parentesi quadra »
definita su X.

Si pud subito dimostrare
Prop. 2.1. Se (XM1<i<, e (Y)i<j<; Sono v -+ s campi vettoriali suN, si ha
[X1®. . . ®X", VI® . .Q Y] =
- El 215 (X, V]@X1®. . X "X ""®. . .0 X ®VI®. ..
Fpey R
L RYTIROVTIR...® V).

PrROP. 2.2. Se X €3, Y€T) ed f, g €F si ha
r X, eVl =X V]+/ XS XOY) —g XS (XOV).
2= 7=

Infatti per ogni (f1, -, frpee1) €F 77 risulta

/XY (frse s frpomn) =

/

[
I ; ,
= (r _{:}—__ 0! se @E 1(fg zizl X%{ (fc(l)"">f6(x)) '\fc(\r+1) y " "fc (r+s— 1)) +
y4s— =
+f El Y (fr;(l) y "t '>fc(x)> X:o (fc(:-]—l) y ')f6(7+:—1)> -
=
5 .
—fgzl Y& ey oty s 05 fogrpony) —
j=

—g 21 X (Foty s Sot0) YF(Fotsry 5+ ':fa<r+:~1>>> =
7 =1

=(fg[X , Y] +féS(Y®X§> —ggl 5(X®Y?)>(f1,'-wfr+:~1>

e quindi I'asserto.
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Dalla (2.1) segue, in particolare, che se X €33, Y €3 ed f€F si ha
(2.2) [FX V) =/ X, Y] — B S(X @ Vp;

[X, /Y] =£[X, Y] + Els X® ).

E facile verificare che se X,Z € 30, Y, TeZy ed « € R sussistono le
seguenti eguaglianze

(2-3) [X, Y +T] =[X, Y]+ [X, T}
(z.4) X+Z,Y]=[X,Y]+[Z,Y];
(2.5) [X, Y] =[X,aY]=a[X,Y]
(2.6) [X, Y] =—[Y, X];

[X, X] =0;
(2.7) [SX,Y] =[X,Y]=[X,SY].

PROP. 2.3. Se A ¢ un aperto di V e se X €Iy 0 Y €Ty & nullo in A,
allova anche [X , Y] ¢ nullo in A.

E noto, infatti, che per ogni punto p €A esiste una funzione f € ¥ che
assume il valore o in p ed il valore 1 in ogni punto non appartenente ad A;
supposto che X sia nullo in A, si ha /X = X e quindi per la (2.2)

X, VI=[/X, V] =/f[X, Y] - XS (X® V)
i=1

da cui [X,Y],=o0.
Dall’arbitrarieta di p asserto.
Segue subito

PROP. 2.4. Se A 2 un apertodiV ese X , X'€Ty,Y,Y'€TheZ ,Z' €Tl sono
tali che X |A=X"|A,Y|A=Y'|AeZ|A=2Z"|A, risulta

[X, YI|A =[X, V]| A
e conseguentemente
(X, Y], Z]|A = [[X, Y], Z]A.
Si pud verificare.
PrOP. 2.5. Se X €3G, Y€E€T, ¢ Z€ T, st ha
(2.8) [X®Y,Z] =S (X®[Y,Z] +Y®[X,Z]).

La dimostrazione si omette per brevita,



376 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLVI - aprile 1969 [170]

PROP. 2.6. Se (X%)i<ic,, (Wi<jce € @cici sonor 4-s + ¢ campi vetto-
viali su V, posto X =X1® - - @X", VY =VYI® - -®Y ¢ Z=271Q...QZ,
st ha

(2:9) X, Y], Z) + [IY, 2], X] + [[2, X], Y] = o.

La (2.9) & vera per campi vettoriali cio¢ per » = s = ¢# = 1 e la si dimostra
per induzione nel caso di s = # = 1: si supponga pertanto verificata la (2.9)
nel caso in cui X sia prodotto tensoriale di » — 1 >1 campi vettoriali.

Se invece ¢ X =X®X” con X =X1® - -@X"!, per le (2.7), (2.8)
e per lipotesi d’induzione risulta

(X, Y], Z] + [[Y,Z], X] + [[Z,X], Y] =
=SX®([[X", Y],Z] + [[Y,Z], X+ [[Z, X1, Y]) +
+SXe([[X,Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X], Y]) =o.

Si deduce poi, operando analogamente per induzione prima rispetto ad s
e poi rispetto a £, che la (2.9) ¢ verificata per », s e # qualunque.
Come conseguenza si dimostra

PrOP. 2.7. Se X €3;,Y€T) e Z€Th, si ha
(2.10) (X, Y],Z] + [[Y,Z],X]+ [[Z,X], Y] =o.

Infatti se p & un punto di V, indicato con I linsieme {1,2, -, },
esistono 771 4 »—1 4 #'~1 + # campi vettoriali su V

0 ;g O GG
1 r—1 1 s—1
(X )(31»"',1'7_1)617_1 ’ (Y )(]'1 yyyy ]':_1)613’41 )

o7 ...l
(Zl z‘1>(11’m,]t71)81:~1 y (E,')ISZ'Sn

ed un aperto A di V contenente p tali che posto

X = E,® -®E  ® Xt i1 ,
Y = Ej1®. . .® Ej’yk1® ?‘ilu'j.r—l ’
Z S5 Ell [ ®E1t——1®ill..~l‘t_1
risulti
RIA=X[A | TIA=Y]A  Zja-z|a

Dalle proposizioni 2.4 e 2.6 segue allora che
(X, Y1, Z1 + [IY, 2], X] + [[X, Z], Y], =
:([[2,7],2]—]— [[Y’Z]:X] + [[Z,X],?]PZO

e quindi l’asserto.
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Se X€ZTo(r=1) e se g€F, sia [X,g] il campo tensoriale su V di
specie (r — 1, 0) cosi definito

(2.11) (X, = 3 (5X),

i=1

mentre se f, g €%, si ponga

(2.12) [f.,g]=o

avendo denotato con o la funzione nulla su V.
Si porra poi

E ovvio che gli operatori definiti dalle (2.11) e (2.12) verificano proprieta
analoghe a quelle espresse dalle (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6), inoltre valgono le
seguenti proposizioni le cui dimostrazioni si omettono per brevita.

Prop. 2.8. Se A ¢ un aperto di V e se X , X' €34 ed f,f €5 sono tali
che X |A=X"|Aef|A=f"|A, allora

[X, /1] A = [XL/T] A

PrOP. 2.9. Se X €3, Y€EZ, ed f€F, i ha
[XOY,fl=SXQ[Y,/]1+ YI[X,/].
Da queste due proposizioni segue
ProP. 2.10. Se X €34, Y €3y ed f,g €F, risulta

(2.13) (X, YL, A+ Y. /1L X1+ [/, X], Y] =0

(2.14) (X, /1, 8]+ [If>8], X] + [[&, X], /] =o.

3. Si consideri la famiglia (T§); ey di spazi vettoriali sui reali e si ponga

Tt = @ I
iEN
Si puo definire in £ una legge di composizione interna, detta operazione
« parentesi quadra » e denotata con [ ], tale che T munito della struttura
definita dalla suddetta legge di composizione e di quella di spazio vettoriale
sui reali risulti un’algebra di Lie.
A tal fine se K= > Ki ed L= Y L sono due elementi di T+, si ponga

iEN €N

[K,Ll= ¥ [K,L].

@) enN?
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.

E ovvio, da quanto precede, che se K, L ,M €3+ ed x€R si ha
[K+L,M]=[K,M]+ [L,M];
[K,L+M]=[K,L]+ [K,M];

[«K,L] = [K, al.] = o [K, L];
[K,L]=—L, K]
e da quest'ultima
[K, K] = o.
Si osservi inoltre che
[[K,L],M] + [[L,M], K] + [[M, K], L] =
= ¥ ([[K, L7, M + [[I/, MY, K¥] + [[M, K], L7]),

G.j, ) € N8
sicché per le (2.10), (2.13) e (2.14)
[[K,L],M] + [[L.,M], K] + [[M, K] ,L] =0

e resta provato che T ¢ un’algebra di Lie.
Si consideri ora la famiglia (T'); ¢ x di spazi vettoriali sui reali, essendo
T =S (2p) ({€N*), mentre T° = §F e si ponga

1l

— o T

i EN

®

m

E ovvio che T & un sottospazio vettoriale di T+ e poiché per ogni
X, Y)eToxTo((r,s) €N [X,Y] & un campo tensoriale simmetrico o
una funzione differenziabile su V, si conclude che ¥ ¢ un ideale e quindi
una sott’algebra di Lie dell’algebra T+
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