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Geometria differenziale. —- Generalizzazione dell’operazione « p a 
rentesi quadra » ^ . Nota di M auro C a pu r si, p re se n ta ta ^  dal Socio 
E . B o m pia n i.

Sum m ary.— Let 51 o be the set of all differentiable tensor fields of type ( r , o) defined 
on a differentiable manifold: in this paper the A uthor generalizes the bracket operation defined 
on and therefore he makes the direct sum of the family (S o^-eN  n̂to a D e algebra over 
the real num ber field.

1. Sia V una varietà differenziabile di classe C°° (1) e dimensione n  e 
detta g  l’algebra delle funzioni differenziabili su V, siano 3£ e Xo (r  e N) 
rispettivam ente Lg-m odulo  dei campi vettoriali differenziabili su V  e l’g -m o- 
dulo dei campi tensoriali differenziabili su V  di specie ( r , o), essendo
So — S  e 2o — ï .

In  questa nota si generalizza la nozione di operazione « parentesi quadra » 
definita su X, se ne determ inano alcune proprietà e si munisce lo spazio 
vettoriale su R somma diretta della famiglia (ÌÓ)/eN di una stru ttu ra  di alge
bra di Lie.

2. Nel seguito, se X  e Xq(t >  i), per ogni/  6 g  e per ogni i e { i , 2 , • • •, r}, 
si denota con X} il campo tensoriale su V  di specie (r —  i , o) definito per 
ogni ( f i , ■ ■ • , / ,_ i)  e y -1 da

X} (/!,■■■ =  X ( / ! , • •  • , / , / , ,  • • • , / r_0 ;

se poi X 6 de, per ogni / e g ,  si pone X) =  X/, m entre con S si indica la 
simmetrizzazione di 35o ( / c N *  (**)).

Denotato con %m il gruppo delle perm utazioni di { i , 2 , • • •, m}> se 
(X ,Y) e Xo XXo ( r >  i , s >  i), sia [X , Y] l ’applicazione di <̂r+s~1 in g  defi-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività  del Contratto di Ricerca del C.N.R. «Alge
bra, geom etria e Questioni connesse ».

(**) Nella seduta del 19 aprile 1969.
(1) Nel seguito si scriverà «differenziabile» in luogo di « differenziabile di classe C00 », 

e, quando non ci sarà possibilità d ’equivoco, si ometterà anche la  parola « differenziabile ».
'(2) È  noto che ogni X e J J  può essere considerato come un ’applicazione R-m ultilineare 

di g l  in g  tale che se g 1 , g 2 e  g  per ogni (/1 , • • • , f r) e  g b  con f i  — g xg 2 ed 1 <  i  <  r, risulta

X ( / l , -  ■ ■ , f i - l , g l g ì  , f i  + 1 ,■ ■■■/r) = g l X  ( f l , - - - , f i - l , g s , f ' + l  , * • ' , fr)  +  

+  ■>/{ — ! , g l  , f i  + l ,• ‘ ■ ,fr) ■
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nita per ogni ( / i  , • • • , f r + s - 1) e Y +I 1 da

[X , Y] ( / ! , .  .• ,/,+ ,_ !) =

Tr +  s  — I ) ! 2  2  - •̂¥ (/o(i)>-">/0(i)) ( / ° f i + 1) ’ ' ' ' >•/<>(*•-M -i))

2 ^  ' ^ X ( / 0 (1), . . • , / G(r)) ( / o ( V + l )  >* • * > / o  (r  +  5 - 1 ) ) ^  •

Si verifica subito che [X , Y] è un campo tensoriale su V di tipo 
(r +   ̂— 1 , 0 )  e che se X e Y sono campi vettoriali su V, [X , Y] è il 
campo vettoriale determ inato dalla legge di composizione << parentesi quadra » 
definita su 3E.

Si può subito dim ostrare

P rop . 2.1. Se Ç&.l)i<i<r e (Y?)i<j<s sono r  fi- s campi vettoriali su V, si ha

[ x i ® . . .® x ®  y i ® . . .® Y s] =
r  s

=  2  2 s  ([X*’, Y>]®Xi ®- • -® X 1'“ 1 ® X i+1 ®. • -® X -®  Yi ®. ■ •
*' = 1 .7-1

• • - ® Yy_1 ® Yy+1 ®- • -® Y 1).- 

Prop. 2.2. Se X Y e ï j  ed f ,  g  e Ç si ha

(2.1) [ /X  ,g Y ]  = f g [ X  , Y] + / 2 S (x;® Y) - g ± S  ( X ® Y }).
*=1 j =1

Infatti per ogni ( / i , • • - , / r + s - ì )  e  Y +I-1 risulta

[ / x . . o ' i : / i , ■
I /  r

(r s  —  i ) ! a  (/5(1)5 • • • 5/5(5-)) b / o  d + l )  > > /o  d + j — 1)) f i ”

fi"  f  j£m i X  ( / o d )  > * j / o d ) )  ( / o d  +  1) J * ) f  G ( r + s — 1))
2=1

. S  ^ X ( / C(l)^ • • • >/c (r)) C /o  0 + 1 ) ) '  * ‘ ) / o ( f + J - l ) )  '
/= i

s

S  2-) X C /o ( l)  ) ■ >/o(r)) X/ (fiöd+l) J * * * J fa(r + s — 1))
/= i

=  (fc [X I -Y] + / i  S (Y 0  x ;) i :  s  (X 0  Yj-)ì ( / ! , . .  .>/ r+x- 0
V * = 1  /= i 1

e quindi l’asserto.
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Dalla (2.1) segue, in particolare, che se X e J 5, Y e ì J  ed / e g  si ha

(2-2) [ / X  , Y] = /  [X , Y] —  2  S (X 0  Yf)  ;
* =1

[X , / Y] = / [X , Y] +  2  S (X; ® Y).
z = 1

È facile verificare che se X , Z e Sto, Y , T  e Jo ed oc e R sussistono le 
seguenti eguaglianze

(2-3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

[X , Y +  T] =  [X , Y] +  [X , T] ;

[X +  Z ,  Y] =  [ X , Y ]  +  [ Z . Y ] ;

[aX , Y] =  [ X >«Y] =  « [ X , Y ] ;  

[X , Y] =  — [Y , X];

[X , X] =  * ;

[SX , Y] =  [X , Y] =  [X , SY].

Prop. 2.3. Se A  è un aperto di V e se X e STo 0 Y e / 0 è nullo in A, 
allora anche [X , Y] è nullo in A.

E noto, infatti, che per ogni punto p e A  esiste una funzione / e g  che 
assiime il valore 0 in p  ed il valore 1 in ogni punto non appartenente ad A; 
supposto che X sia nullo in A, si h a / X  =  X e quindi per la (2.2)

[X , Y] =  [ /X  , Y] = / [X , Y] -  2  S (X ® Y))
i = 1

da cui [X , Y'j, =  o.
DaH’arb itrarietà di p  Passerto.
Segue subito

Prop. 2.4. Se A  è un aperto di V  e se X , X 'e  Qq , Y, Y 'e %s0 e Z , Z 'e Tq sono 
tali che X I A  ~  X r | A  , Y | A  =  Y ; | A e Z | A  =  Z ; | A, risulta

[X , Y] I A =  [X', Y '] J A

e conseguentemente

[[X , Y] , Z] I A  =  [[X ', Y '] , Z '] J A .

Si può verificare.

Prop. 2.5. Se X e Y e e Z^Z%  si ha

[X 0  Y , Z] =  S (X ® [Y , Z] +  Y ® [X , Z ] ) .

L a dirnostrazione si omette per brevità,

(2.8)
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PROP. 2.6. Se QC)i<z<r , O O i<y<s e (Zl) i<j<t sono r  +  s +  t campì vetto
riali su V, posto X =  X 1 ® • • -0 X r , Y =  Y1 ® • • -® Y s e Z =  Z1 ®- • • ®Zi> 
si ha

(2.9) [[X , Y] , Z] +  [[Y , Z] , X] +  [[Z , X] , Y] =  o.

L a (2.9) è vera per campi vettoriali cioè per r  =  s =  t =  1 e la. si dim ostra
per induzione nel caso di s =  t =  1: si supponga pertanto verificata la (2.9) 
nel caso in cui X sia prodotto tensoriale di r — 1 >  1 campi vettoriali.

Se invece è X  — X ® X r con X =  X 1 ® • • -® X r~x, per le (2.7), (2.8) 
e per l’ipotesi d ’induzione risulta

[[X , Y] , Z] +  [[Y , Z] , X] +  [[Z , X] , Y] =

=  S (X ® ([[X L Y] , Z] +  [[Y , Z] , X r] +  [[Z , X r] , Y])) +

+  S ( X ' ®  ([[X , Y]', Z] +  [[Y , Z] , X] +  [[Z , X], Y])) =  o.

Si deduce poi, operando analogam ente per induzione prim a rispetto ad j* 
e poi rispetto a t , che la (2.9) è verificata per r  , s e /  qualunque.

Come conseguenza si dim ostra

Prop. 2.7. Se X  e £o, Y e %s0 e Z e si ha

(2.10) [[X , Y] , Z] +  [[Y , Z] , X] +  [[Z 1 X] , Y] =  o.

Infatti se p  è un  punto di V, indicato con I l’insieme { 1 , 2  
esistono nr~x +  ns~x +  n*-1 -fi n  campi vettoriali su V

(X' 1 ' ‘ ' V —1-
\ Y F“ 1i)e I"“ 1

( Z 1 * ’ (E/)\<i<n

ed un aperto A  di V  contenente p  tali che posto

X =  Ef ®- ■ -®E,- ,
. 1 %r  — 1 ’

Y =  E,- ® - • -® Ef- , ® V '1 1 ,J s — 1 1

Z =  Eh ®. • • ®

risulti

X I A  =  X I A  , Y |A  =  Ÿ |A  , Z I A  =  Z I A. 

Dalle proposizioni 2.4 e 2.6 segue allora che

([[X  , Y] , Z] +  [[Y , Z] , X] +  [[X , Z] , Y ]), =

=  ([[X , Y] , Z] +  [[Y , Z] , X] +  [[Z , X] , Y] p — o

e quindi l’asserto.
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Se X i) e se g £ % ,  sia [X ,g] il campo tensoriale su V  di
specie (r —  i , o) così definito

(2-II) [ X , # ] = 2 (SX );,i — 1

m entre se /  , g  € g , si ponga

(2.12) [ / , < ? ] =  O

avendo denotato con o la funzione nulla su V. 
Si porrà poi

[ g , X ]  =  - [ X , g ] .

È ovvio che gli operatori definiti dalle (2.11) e (2.12) verificano proprietà 
analoghe a quelle espresse dalle (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6), inoltre valgono le 
seguenti proposizioni le cui dimostrazioni si omettono per brevità.

PROP. 2.8. Se & è un aperto di V e se X , X 'e  Xo ed f ^  sono tali 
che X I A  =  X ' I A  e / 1 A  = / '  | A, allora

[X , / ]  1 A  =  [X'J'Ì  I A.

Prop. 2.9. Se X e %r0, Y e %s0 ed f  e g, si ha

[X 0  Y , / ]  =  S (X ® [Y , / ]  +  Y 0  [X , / ] ) .

D a queste due proposizioni segue

Prop. 2.10. Se X e î j ,  Y 6 risulta

(2.13) [[X , Y] , / ]  +  [[Y , / ]  > X] +  [ [ / ,  X] , Y] =  o

(2.14) [[X , / ]  ,g \  +  [[ /,£ -] , X] +  \[[g,  X] , / ]  =  o.

3. Si consideri la famiglia (£Ó)*gn di spazi vettoriali sui reali e si ponga

£ + = ® 2 o .
»eN

Si può definire in %+ una legge di composizione interna, detta operazione 
« parentesi quadra » e denotata con [ ], tale che X+ m unito della stru ttu ra  
definita dalla suddetta legge di composizione e di quella di spazio vettoriale 
sui reali risulti u n ’algebra di Lie.

A tal fine se K  =  X 'K ‘‘ ed L ^ j L * '  sono due elementi di £ +, si ponga
ì e  N i e  N

[K , L] =
(• ',;)6 S '

[K*', U].
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È ovvio, da quanto precede, che se K , L  , M € L+ ed a e R  si ha 

[K +  L , M ]  =  [K , M] +  [ L , M] ;

[ K . L + M ]  =  [ K , L ]  +  [K ,M];

[aK  , L] =  [K , «L] =  a [K , L];

[K , L] =  -  [L , K]

e da quest’ultim a

[K , K] =  o.

Si osservi inoltre che

[[K  , L] , M] +  [[L , M] , K] +  [[M , K] , L] =

=  S  ([[KS L9 , M 7] +  [[L7', M7] , K‘] +  [[M7, K ‘] , U ] ) ,
(z,y,/)€N3

sicché per le (2.10), (2.13) e (2.14)

[[K , L] ,M ] +  [[L ,M ] , K] +  [[M , K] , L] =  o 

e resta provato che X+ è u n ’algebra di Lie.
__ Si consideri ora la famiglia (£*),■ G-n di spazi vettoriali sui reali, essendo 
X* =  S (Xo) (ß E N*), m entre X° =  e si ponga

x = ®
ì 6N

E ovvio che X è un sottospazio vettoriale di X + e poiché per ogni 
(X , Y) e Xq X X o ((r , s) e N2) [X , Y] è un- campo tensoriale simmetrico o 
una funzione differenziabile su V, si conclude che % è un ideale e quindi 
una so tt’algebra di Lie deH’algebra £+.
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