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Geometria. — Un procedimento di estensione dei p ian i grafici 
infiniti. Nota di U mberto B artocci presentata (" ) dal Socio 
B. S eg re .

SUMMARY. —  Non trivial extensions of an infinite graphic plane are constructed and 
some properties of such extensions are obtained.

I. Introduzione.

Scopo di questo lavoro è di fornire un generale procedimento di costru­
zione di estensioni di un  piano grafico infinito tu diverse dalle ben note esten­
sioni libere. Esse risultano strettam ente legate al piano, sì che se ne possono 
studiare le proprietà grafiche in funzione di quelle di tu . Ad esempio, nel 
§ 4 di questa Nota, si determ inano alcune proprietà che, oltre ad essere inte­
ressanti in se, perm ettono di determ inare il tipo di L enz-B arlotti delle 
estensioni qui introdotte, come verrà m ostrato in una successiva pubblicazione.

2. Premesse e richiami.

U n insieme tu di elementi, da dirsi « punti » (e che indicherem o con lettere 
latine maiuscole P , Q , R ,  ■•), assieme a talune delle sue parti, da dirsi 
« rette» , si denom ina un piano se (cfr. B. Segre [4] (D):

(i) per due punti distinti qualsiansi passa una ed una sola retta,
(ii) due rette qualsiansi hanno a comune almeno un punto,

(iii) esistono (almeno) 4 punti a 3 a 3 non allineati.

U n  piano tu si dice infinito se contiene infiniti elementi; ogni retta 
contiene allora infiniti punti e due qualsiansi rette hanno (come insiemi di 
punti) lo stesso num ero cardinale. Tale num ero coincide con il cardinale 
di tu, che indicheremo con | tu | .

E evidente che ad un piano tu resta univocam ente associata una relazione 
ternaria

A C 7U X TU X TU
così definita

2.1 ( P , Q , R ) e A « = = *  (**)P H = Q  , R e P Q

(il simbolo PQ denotando la retta che congiunge i punti P , Q).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito delPattività del Comitato per la Matematica del Con­
siglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta del 19 aprile 1969.
(1) I numeri tra [] si riferiscono alla bibliografia posta alla fine del lavoro.
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Viceversa è facile provare che, se tc è un insieme nel quale è definita 
una relazione ternaria A, essa è individuata nel modo anzidetto da una stru t­
tu ra  di piano in tc se, e soltanto se, valgono i seguenti assiomi:

(*) ( P , Q , R ) e A = * P = J = Q

(*) V P , Q , P +  Q , 3R = ^ P , Q  : (P , Q , R) e A

00 3P , Q , R  , P +  Q : ( P , Q , R ) * A

OO V P , Q  , P = J = Q - ,  ( P , Q , P ) € A  , ( P , Q , Q ) e A

00 (P'> Q » X) e A , (P , Q , Y) e A ,
X =f=Y=»VZ (P , Q , Z) e A <==» (X , Y , Z) e A

( / )  V P , Q , R , S  P 4 , Q , R ^ S  , 3X : ( P , Q , X ) e A  , ( R , S , X ) e A .

E chiaro infatti che, assegnati 7c e A soddisfacenti agli assiomi precedenti, 
7T diventa un piano grafico qualora si definisca la re tta  PQ congiungente due 
punti distinti P , Q e n  tram ite la

PQ — { X e tc : (P , Q , X) € A }

(e questa è l’unica stru ttu ra  di piano in n che a sua volta individui A).
Richiam iam o ora alcune nozioni sulla teoria dei filtri (cfr. N. B ourbaki [i], 

S. Kochen [3]).
Indicato con À  un insieme non vuoto qualunque, un sottoinsieme cY 

dell’insieme delle parti di A  Ç P (A)) si dice un filtro  (su A) se soddisfa 
le seguenti proprietà:

2.2 9 X , 9 Y X f i Y

2.3 X C Y , of 9 X => oY 9 Y

2.4 ^ 9  0 .

U n filtro dicesi poi un ultrafiltro se è massimale nella famiglia dei filtri 
(ordinata per inclusione). Si prova subito che:

2.5 Un filtro $ è un ultrafiltro se e solo se, VX 6 P (A), si verifica una 
delle due eventualità (e quindi una sola)

cf 9 X , cY 9 A — X.

Dalla 2.5 segue che:

2.6 £Y 9 Xi u  • • • U  X^ , X f n X y  =  0 i=j=j=>3 t : ^ X ^ .

U n ultrafiltro eY si dice principale se consta di tu tti e soli i sottoinsiemi 
X G A che contengono un fissato elemento a 6 A (un insieme 3  così definito 
risulta m anifestam ente un ultrafiltro su A, e lo si dice generato da oc).

Si prova che:

2.7 Se Vinsieme A  è fin ito , ogni suo ultrafiltro è principale; invece, se A  è 
infinito, esistono ultrafiltri non principali su A.
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Se { la }a € a  è una famiglia di insiemi ed cF un ultrafiltro su A, si dice 
ultraprodotto della famiglia (secondo $), e lo si denota con J J  l’insieme

a -e A
quoziente del prodotto cartesiano n i a  rispetto alla relazione di equivalenza:

a €  A

/ - ^ e J f [ Ia . / ^ ^ m o d f  *==*aA f =  { a e A : / ( a )  =  £-(oc)} e 7.

Indicherem o con f  il trasform ato di f e  n i a  nella proiezione canonica
a e A

al& che associa ad /  la propria classe di equivalenza.
et -0 A et €- A

Se cf non è principale, si parla di n i  d® come di un ultraprodotto
a Q A

proprio; se % è invece principale e generato da ß e A, si prova subito che 
esiste una corrispondenza biunivoca (canonica) tra  Iß e n  i< # .

et ■£• A
Se I„ =  I per V « e A ,  si parla di D  IJW =  IA/7  come di u n 'ultrapo-

aeA
tema  di I (propria se <F non è principale).

Considerata u n ’ultrapotenza IA/7  di I, esiste sem pre un 'iniezione cano­
nica I -A -*  I /7 ; essa si ottiene componendo l ’immersione diagonale

8 : I ->— IA (x e I , 8 (x) e IA : 8 (x) (a) =  x  Va e A) 

e la proiezione canonica IA IA/7

I l A_ L -^  Ia/7 .
L_ _ _ _ _ _ _ _ _ t

i=pb

3. Costruzione di estensioni di un piano infinito .

Indicato con re un piano infinito e con A la relazione ternaria ad esso 
associata (§ i), ci proponiam o di costruire un insieme n* con una rela­
zione ternaria A*, soddisfacente agli assiomi (a) , • ■ •, ( / ) ,  tali che esista 
u n ’iniezione

i * re — -> tu*

per la quale valgano le seguenti proprietà:

3.1

3-2 (P > Q , R) 6 A <==> (i ( P ) , i (Q ) , i (R) e A*.

Diremo allora che il piano 7u* è u n ’estensione (propria) del piano 7U.
Indichiam o con A un insieme infinito qualunque, avente cardinale 

IA I <  I re I (su questa ipotesi ritornerem o alla fine del presente paragrafo), e 
con cF un ultrafiltro non principale su A.
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Costruita l’ultrapotenza tu* =  7uA/ef, si definisca una relazione ternaria A* 
in tu* nel modo seguente (al solito, con /', g , h indichiamo elementi arbitrari 
di 7ua e con / ,  g  ,h  le rispettive classi di equivalenza in tu*):

C f , ì ,  h) G A* a fig}h =  {a  6 A : ( / ( a )  , g  (a) , h(oc)) e A} 6 SC

Mostreremo anzitutto che la definizione di A* non dipende dalla scelta 
dei rappresentanti. Sia infatti /  — J± , g  — g ± ,f i  — . Allora

SA1 e ^  : V a e A j

3A2 e ^ : Va 6 A 2

3A3 G : Va G A3

e risulta quindi

Va g ax n a2 n a3 n e f
di guisa che

i,hx .□ Ai n A2 n A3 n 4/a^e  ̂=> <34,̂  a 6

/  (a) - = / i  (a),

^  oo = ^ i  (*)>

Â (a) =  (a) .

( f i  0 ) .  gì O) » K  (« ) )6 A

Proviamo ora che:

3.3 A* soddisfa agli assiomi (ai) , • • - , ( / ) .

Dim. (a)\ ( j -, g  , li) G A* =r* G => Va G éX/A,/* € ^

f  (a) H=-̂ ' (°0 ^  /  H=

(£): V /, g , /  =4= definiamo A in modo che ( / ,  g  t A) G A*, ^ =j=/, g\

poiché

3Ai G ^ : Va G A x /(a )= (= ^ (a ),

si ha che

Va G Ai 3Pa e tu  : ( /  (a) , g  (a) , Pa) G A , Pa 4 = / (a) , g  (a).

Basta allora porre

h (a) — Pa Va G Ai , Ä (a) =  X Va G A — A i,

ove X indichi un punto arbitrario  di tu, per avere il risultato.

(c) Poiché 3P , Q , R  G tu , P =4 Qj tali che (P , Q , R) € A, si defini­
scano / ,  g  , h nel seguente modo:

4 (a) =  P Va G A , g  (a) =  Q Va G A , h (a) =  R  Va G A.

È chiaro che /  4=<£‘ , .(/, g  , A ) G A*.

4 0  D ati J  e g  , f  f= g  , 3A1 G ^  : /  (a) = 4 ^  4 ) Va G A i.
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Allora

( /  (°0 . g  («) , /  (a)) e A Va e A i , ( /  (a) , g  (oc), g  (a)) e A V a e A i ,

eppertanto

( J , g , J ) e A *  ; ( J , g , g )  e A*

poiché

2  Ai , Ai e cf =» ^  3 , &/,g,g-

0) ( J , ì , X ) e & *  , ( f  , g  , k )  e A*  , k ^ k - ^ a ^ e F  , a / :^ k eW,

3A1 6 ^  ^ (a) =f= >è (a) V a^eA i.

Si ha dunque:

Va e A2 =  Al n  &f,g,k O .®f,g,k e ^

( / ( a) ,< ? (« )- 'K « )) e A , ( /  (a) , g  (et), k (a)) e A , A (a) =j= k (a)

di guisa che, VZa e tc , Va e A2

( /  (a) . g  ( a ) , Za) e A <̂ => (Ä ( a ) , k ( a ) , Z„) e A 

epperò la conclusione.

( /)  / ̂  =j= k =» 3Ai e ^ : Va € Ai f  (a) =)=£■ (a),

3A2 E of : ^ (a) =j= k (a) Va 6 A 2.

Quindi

Va e A i n  A2 € oV 3Xa e 7T : ( /  (a) , g  (a) , X a) 6 A , (A (a) , £ (a) , X a) eA

e basta definire /  E tua con le

/(oc) =  X 0 Va e Ai n  A2 , /  (a) =  X V a e A — A i D A 2

con X arbitrario  in re, per avere un l tale che ( f , g , l ) £  A* (Ä , & , I) E A*.
Indicata con 2 l’iniezione canonica di re in 7r* di cui alla fine del § 2,

proviam o che:

3.4 2 soddisfa agli assiomi 3.1, 3.2.

Dim. Per provare la 3.1 si osservi che, essendo | A  | <  | re | , esiste u n ’inie­
zione / : A - > — >tz] è evidente che /  e 7t* —  2 (tc) (infatti cf, non essendo p rin­
cipale, non contiene insiemi finiti per la 2.6), cioè, come volevasi,

7i* D i (tt).

Per quanto concerne la 3.2, è chiaro che

(P , Q , R) e A ^  (2 (P) , 2 (Q>, 2 (R)) e A*,
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poiché fls(P),5(Q),ô(R) =  A  (S (P) =  i (P), etc.); infatti Va e A  $ (P) (a) =  P etc. 
Viceversa

( ì ( P ) , ì ( Q ) , r ( R ) ) 6 A*=»3A i e ?  : Voce Ai

(S (P) (a) , 8 (Q) (a) , 8 (R) (a)) e A => (P , Q , R) e A.

U n ’estensione di tu del tipo indicato verrà detta un 'ultrapotenza (propria).
Vediamo ora cosa accade del precedente procedimento di estensione 

nel caso che A  sia un insieme infinito qualunque e iz sia un piano finito.
In questo caso si ha che:

3.5 L'iniezione canonica 7u tu* è surjettiva.

Dim. Siano Pi , P2 ,* • *, Pe gli elementi di tu. Assegnato f, qualunque 
in tu*, poniamo

By =  { a e A  : /  (a) =  Py }, j =  i , 2 , • • •, p.

A  risulta unione disgiunta degli insiemi B i , B2 ,• • -, Be , di guisa che 
per 2.6 3k : B  ̂ e of. Ovviamente dunque f  =  i  (P^).

Nel caso finito non si ha così un’estensione del piano, poiché 7u* =  ì (iz).
Torniamo di nuovo al caso infinito, e vediamo cosa accade quando

I A I >  I TU I .

Se of è un ultrafiltro non principale su A, si può di nuovo considerare 
il piano tu* e l’iniezione tu ->—■-> 7r* soddisfa ancora l’assioma 3.2. Appare 
invece ora difficile provare che vale la 3.1, cioè che i non è una sovraiezione.

Usando però convenienti ultrafiltri, è agevole provare che anche in 
questo caso si ottengono estensioni (proprie) di tu, addirittura di potenza via 
via crescente. Più precisamente:

3.6 Se B è un insieme infinito qualunque, esistono sempre ultrafiltri non 
principali of in tub tali che | rc^/cf | 2> | B | .

D im . Si consideri la corrispondenza 1. : B -> Tu(ìtB) così definita: 

^ 6 B , / € 7TB , l (* ).(/) = / ( * ) .

E chiaro che essa risulta iniettiva* poiché

Proveremo ora che esiste in tub un ultrafiltro cf non principale tale che 
la corrispondenza x così definita

B -> T Z ^  —A->-> T Z ^ i f â
1 t '

% =pl

è anch’essa iniettiva.
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x risulta iniettiva se e solo se

* =N '=> x (p) = P L ( 0  =H x (U  = P l (U  =* S’* { /  e 7TB : i (b) ( / )  =  i (b') ( /)}  =  W»,

(l’insieme è quindi l ’insieme delle funzioni B — n tali che f (b)  =  f(b')).
Risulta quindi necessario e sufficiente, affinché x sia u n ’iniezione, che et 

contenga* tu tti gli insiemi Tx>y così definiti:

V x , y e B  , x ^ p y  Tx,y =  { / e  ttb : / ( * )  = }= /(»}•

Tali ultrafiltri non principali esistono certamente, poiché la famiglia {T x>y} 
soddisfa alla proprietà delle intersezioni finite (come è im mediato provare, 
poiché re è infinito) e genera quindi un filtro (minimo filtro che la contiene) 
che è sempre contenuto in qualche ultrafiltro non principale (in quanto 
H ^ x ,y. =  {totalità delle corrispondenze iniettive da B a n} è un insieme

x ,  y

vuoto o infinito).

4. Alcune proprietà- delle ultrapotenze di un piano.

Indichiam o con G (re) e G (tc*) i gruppi degli automorfismi di n e 7r* 
rispettivam ente; costruito l’insieme G (tu)a /F, che indicheremo con G (71)*, 
la stru ttu ra  di gruppo in G (71) e quindi in G (tc)a induce in modo ovvio una 
stru ttu ra di gruppo in G (71)*, tram ite l’operazione

~TV  =  t" t '

(indichiamo con t  , t '  elementi di G (7c)A e con t  , t ; le rispettive classi di 
equivalenza modulo et).

Proviam o che:

4. i Esistono due iniezioni canoniche G (71) G (tc)* G (7t*).

Dim. Si assum a come j  l’iniezione canonica di G (71) nella sua u ltrapo­
tenza G (71)*; è immediato dim ostrare che j  è un omomorfismo di gruppi, 
sul che però qui non insistiamo.

In conform ità con le notazioni dianzi introdotte, si definisca f  nel modo 
seguente:

f  0 0  : n* -> K* , f  CO (7 ) =  g  ■ g  ( 0  =  T CO ( /  CO)-

Raggiungeremo il risultato provando successivamente che:

A) f  è ben definita,
B) f  CO e G (y*),
C) j ’ è una corrispondenza iniettiva,
D) f  è un omomorfismo di gruppi.

A) Proviam o che

x =  r ' , / = / '  = > / ( t )  ( / )  = / ( ? ' )  (/')•
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Infatti

T =  > 7 = 7  => 3A1, A2 e : Voc e Al t  (a) =  t '  (a ) , Va € A2 /  (a) =  / '  (a)

e risulta quindi

Va € Ai O A2 € t (a) ( /  (a)) =  t' (a) ( / '  (a))

epperò la conclusione.

B) Cominciamo col provare che

( / ,  #  , Ä) e A* =* ( /  (t) (7) , 7' (t) ( / )  , f  ç o  (Â)) 6 A*.
Infatti

U , g  £ A* => 3A1 6 & : Va € Ai ( /  (a)-, ^  (a) , A (a)) e A =» Va 6 Ai e 57

(T (a) ( /  (°0 ) > T (a) (g (<*)) , t  (a) («))) e A.

f  ( t )  risulta inoltre biunivoca, come corrispondenza di 7t* in sé, perché 

1  ̂ r g  => 3Ai e  ̂ : Va e Ai /fa )  =(= -̂(a) =» Va e Ai

t  (a) (J  (a)) i  t  (a) (g  (a)) = » /  ( t )  (7 ) =f=/ ( t )  (jr)

e poi

V^ÉTT* 3/ € 7r* : f  ( t )  ( f ) = g

(basta definire /  tram ite la /  (a) — t (a)-1 (g (a))).

C) t  =j= t ' => 3Ai € <Ü : Va 6 Al t  (a) =j= t' (a) => Va 6 Ai

3Pa e7T : ■ T (cc) (P0) 7  t '  (d) (Pa) ( t)  ( / )  A /  ( ? )  ( /)

essendo /  definita tram ite l a / ( a )  =  P0 Va 6 A i ,  / ( a )  =  X Va 6 A — Ai
(X designi al solito un punto arbitrario di tu) .

D) Risulta / ( t  t ' )  (7) =  ( t  (a) t '  (a) ( /  (a))) e poi f  ( r )  f  ( t ')  (])  =
(T) (V (a) ( / (a))) =  (t (a) (t ' ( a) ( / (a)))) (con (Pa) si indichi l’elemento

di 7ta di componente a-esim a Pa).
Consideriamo ora u n ’ultrapotenza (propria) t:* di tc. Indicata con /  una 

re tta di 7r, i punti di z (/) C 7T* sono allineati su di una re tta di 7r*, che verrà 
designata con i  (/).

Vale il seguente teorema:

4.2 Se n è (P, ^-transitivo, n* è (i (P) , i (l))-transitivo.

Dim. Il lem m a 4.1 fornisce subito che, se

f , g e i ( 7z) , g  , 7 , £=j=*(P)  , J, g  i f f y )  , (J  , g  , i  (P)) e A /

esiste allora u n ’omologia di tc* di centro i (P) ed asse / ( / )  che porta f  in g. 
Infatti, se J —i (Q) e g = i(R )  (sarà Q 4 = R , Q , R = f  P, Q , R  e / ,  ( Q , R , P ) e A )  
e co è l ’omologia di n di centro P ed asse /  che m uta Q in R, basta
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considerare l’automorfismo di tu *  uguale a f  j  (co); effettivamente f  j  (co) 
muta j  in g , fissa tutti i punti di i (/) (poiché h e i (/) =  i (X) ì (Y) ==> 
=> 3Ai € %■ : Voc 6 Ai (X , Y, h (a)) e A => Va e Ai h (a) 6 /  => Va e Ai co (Ä (a)) =
=  h (a) => j ! j  (co) (Ä) =  Ä), ed infine muta in sè tutte le rette di tu* passanti
per i (P), dal momento che, se Jilz3 i (P), allora risulta 3A1 e 3  : Va 6 Ai 
h (a) =|= k  (oc) , h(c£)k(c£)B P=»VaeAi  co (Ä (a) /è (a)) — h (a) >è (a) = > /'/(  co) Qi~k)=h~k.

Per provare completamente il teorema, dovremo ancora dim ostrare che 
quanto precedentem ente esposto vale anche nel caso che /  e g  siano elementi 
qualunque di tt*, il che si ottiene con ovvie modifiche del procedimento testé 
usato. Infatti:

a A i e f  : Va 6 Al / ( a )  = ^g  (a) , / (a) , g  (a) 4 = P.

/ ( a) >£■(<*) , (/(<*) >£■(<*) » P) 6 A

e quindi per Va e A i esiste u n ’omologia coa di n di centro P ed asse /  che 
m uta / ( a )  in g  (a). Indichiam o con co l’elemento di G (tt)a avente come com­
ponente a-esim a in A i coa , ed altrove ad esempio l’identità; co risulta u n ’omo­
logia di tu *  avente le proprietà richieste, com ’è orm ai immediato, e ne con­
segue quindi il risultato.

Questo è di grande interesse per lo studio della configurazione di L enz- 
Barlotti re lativa a tt*.
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