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Algebra. —  Sur les demi-groupes de Dedekind. Nota di K arl 
M. van M eter, p resen ta ta^  dal Socio B. S egre.

RIASSUNTO. U n semigruppo di Dedekind è notoriam ente un semigruppo ordinato 
avente un elemento unita e quale massimo elemento, tale inoltre che ogni elemento diverso 
da e e dallo zero (se un elemento o esiste) si decomponga univocam ente in un prodotto di un 
numero finito di elementi massimali (coperti cioè da e) fra loro a due a due perm utabili. In 
questa N ota vengono assegnati due sistemi di condizioni necessarie e sufficienti affinché un 
gruppoide ordinato risulti un semigruppo di Dedekind.

Le prem ier théorèm e est une généralisation du théorèm e suivant donné 
par Mme. M —L. D ubre il-Jaco tin  dans son cours sur les demi—groupes or
donnes d).

Theoreme. — Un demi—groupe ordonné D  avec pour plus grand élément 
I' element unité ei plus petit élément V'élément nul O et né ayant pas de diviseur de 
O est un demi—groupe de Dedekind si et seulement si D vérifie les conditions'.

(a') Si les éléments a et b ont e comme borne supérieure (a\J b =  e), 
alors si c =j= b est tel que ac <  b, on a c <  b.

■ (b') D vérifie la condition maximale.
(c') <2 <  b entraîne qu'il existe un élément c (c =j= a si b =f= é) tel que 

a =  bc.
(d') Les éléments maximaux sont d'ordre infini [c'est-â-dire pour un 

élément maximal m , mh =  m k entraîne h — k).
Ce théorèm e est une généralisation de celui de L. Fuchs et O. Stein- 

feld <2>.
Nous allons dém ontrer le théorème suivant:

Theoreme i. Un g r o u p o ï d e  ordonné G (O <  x  <  e pour tout 
x  e G) est un demi-groupe de Dedekind si et seulement s 'il vérifie les conditions'.

(a) a\J b — e et ac <  b ou ca <  b entraînent c <  b.
(b) G vérifie la condition maximale.
(c) a < b entraîne qu'il existe c e G (c=j= a si b e) tel que a — bc.
(d) Pour deux produits fin is  égaux d'éléments maximaux , le nombre 

total de facteurs est le même dans les deux produits.
i- i)  Le même raisonnem ent que dans L. Fuchs m ontre que tout a 6 G 

(a =(= e , O) est un produit fin i d'éléments maximaux de G de la forme

a =  m± (m2 (m3 ( • • • mr) • • • ).

O  Nella seduta del 19 aprile 1969.
(1) Voir aussi: Mme. MUL D ub re il-Jaco tin , «Semigroup Symposium », Smolenice- 

juin 1968.
(2) L. Fuchs. Teilweise geordnete algebraische S trukturen , Budapest 1966. p. 279.
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En effet, si a n ’est pas m axim al, il existe c 6 G tel que a <  c<  e, et d ’après (b) 
il existe un élément m axim al m x £ G tel que a <  m x< e\ d ’après (c) il existe cx 
tel que a =  m x cx avec a <  cx puisque a =j= cx. Si cx n ’est pas m axim al, on 
continue le processus et on obtient a—m x cx—m x (m2 e2)^=mx (m2 (^3  £3)) =  • • • 
avec a <  <  c2- • • et (b) entraîne q u ’il existe un élément m axim al mr tel que

a — m x (m2 (m$ ( • • • mr) • • • ).

1.2) Trivialem ent (c) entraîne que tout élément premier p (p =(= e , O) 
est maximal.

1.3) Comme dans le théorème de Mme. D ubreil-Jaco tin , tout élément 
maximal est premier. Soit en effet m  un élément m axim al et supposons que 
ab <  m. Si ab =  m , nous avons m  <  a et m  <  b d ’où m  — a =  b et m ■ =  m m , 
ce qui est incom patible avec (d). Donc ab < m\ si de plus a<\Z m , nous avons 
a \/ m  — e et d ’après (a) b < m .

1.4) De plus comme dans le livre de L. Fuchs, les éléments premiers
commutent. En effet, soient p i , p^ £ G deux éléments premiers distincts. On a 
en vertu de l’isotonie fixp<i<L p2- D ’après 1.2) p x et p% sont m axim aux, donc 
PiPz =  P2 contredirait (d), et par suite p\p%<ip2> Donc il existe c tel que 
p xp% =  p 2 c<  p i j et de la condition p x <|Ç p 2 résulte^ puisque p x est premier, 
que c< p x , d ’où p xp 2 =p2 c<,p2p x et de même donc p \p 2 ^ p 2  Pi-

Remarque 1.1. — De 1.1), 1.3) et 1.4) il résulte que tout élément a £  G 
(a =|= e , O) est un produit fini d ’éléments premiers deux à deux perm utables 
de la forme

a -Çr)' ■ • ) •

Remarque 1.2. -  Dans toute autre représentation éventuelle de a en 
produit fini d ’éléments premiers (m axim aux) p x , p 2 , • • •, p n, il ne peut figurer 
d ’élément pj ( j  =  1 ,• • - , n) différent d ’un q{ (i =  1 • •, r). En effet, suppo
sons que pk^rÇ i pour tout i. Eri vertu de l’isptonie .a =  qx (• • -qr) <  pk et 
puisque p k est premier, il existe au moins un qh (1 <  h <  r) tel que qh < ,pk . 
Mais qh est m axim al d ’où qh — p k .

1.5) Pour tout élément premier p £ G  (donc maximal), tout produit de 
longueur n  en p  est égal à p  {p ( •. • -p) • • • ) où p  apparaît n fois. On a p  (pp) <  p p , 
et à cause de (d), p (pp) 4= PP d ’où p  (pp) < pp', il existe c tel que 
P (PP) — (PP) c> si c =  e, on a p (pp) == p p , ce qui contredit (d); si c ==. o* 
on a p  (pp) — o d ’où \p (pp)\ [p (pp)] =  P (PP), ce qui contredit aussi (d). 
Donc c =j= e , O et d ’après la Rem arque i .r ,  c =  qx (q2 (• • :qr)- • •). M ais la 
Rem arque 1.2 entraîne que c est un produit fini en p, et compte tenu de (d), 
il résulte que c =  p  et p(pp)  =  (pp)p,  d ’où p  (pp) =  (pp) p  =  p 3.

Supposons que la propriété soit valable pour tout produit fini en p  de 
longueur inférieure ou égale à n. Soit a un produit quelconque en p  de longueur 
r  ~  n i. E n vertu de l’isotonie on a a <  p, ce qui entraîne a < p  à 
cause de (d). Il existe c tel que a =  pc et, d ’après les R em arques 1.1 et 1.2, 
c est un produit fini en p\ soit c de longueur k ( > o ) ,  la condition (d) exige
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que k =  r ---- 1 =  n  d ’où c == p (p (- • -fi)- - -) où fi apparaît n  fois (d’après
l’hypothèse) et a =  fie =  fi [fi (fi (- • -fi)- - ■•)] -  fi {fi {fi (• • -p) • • •) où fi appa
ra ît r  fois. On a le résultat p a r récurrence et fin (n  >  o) est défini.

1.6) Tout a € G (a =f= e , O) est representable en produit f in i  de puissances 
d'éléments premiers, distincts et deux à deux permutables. D ’après la R em ar
que 1.1, pour tou t a e G (a =j= e , O), il existe des éléments premiers (m axi
m aux) qx , • • -, qr tels que a — qx (q2 (- - -qr)- - -). Soient p ± , • • •, fin (O <  n  <  r) 
les éléments distincts parm i les qx ,- - - , q r. L ’élément a est donc un  produit 
fini en fi± ,- - -, p n où chaque pi apparaît k{ fois. L a longueur de a est égale 
à t =  kx +  - • • +  kn. Considérons alors pour chaque pi (i == 1 , • • •, n) l’en
semble H pi — {h E N ; a <Ç fi1̂}- Cet ensemble n ’est pas vide car
et de plus il est borné supérieurem ent par t. En effet, si a <  fis. avec .s > t; 
alors a =  p s.c  avec c =  e ou c~j= e, et dans les deux cas c ’est impossible 
d ’après la condition (d). Donc chaque ensemble H pi adm et un élém ent m axi- 
mum; c’est-à -d ire  qu’il existe pour chaque pi (i = . 1 ,• • - , n) un entier 
m{ ( >  o) maximal tel que a <  p™i.

On a a <  p^i (i =  1 , • • - , n) d ’où a =  p™i si et seulem ent si n — i  =  r. 
Si n >  i , on aura a <  p™l ; il existe alors c\ tel que a =  p™ 1 cx <  p™2, 
Posons a =  fi™ 1 , ß =  p ™2 et v =  cx , on a aV  ß — e et av <  ß; d ’après (a) 
il s ’ensuit que v <  ß. Donc on a c1 <  p™2, d ’où a =  p™ 1  ̂ <  p™ 1 fi™2. On 
continue le processus et obtient =  p™i( - - cn̂ x)'  r) où
Si cn_ x <  p™n, d ’après (c) il existe tel que == p™n d  (c1 =J= e , O) où 
d  — q’i (• • -qs), q'i r  - -, f i  sont des éléments premiers (d’après la R em arque 1.1). 
Mais puisque a est un produit en fi± , - - -, p n et a — p™ 1 (• • • ^ n n d)) - - -),
on a que fix , • • -, fis sont compris parm i les p 1 , - - -, p n ; ce qui exige q u ’il 
existe un j  tel que a <  p™j+1, contradiction qui entraîne que cn_x =  p mn 
et a = p p .  (p%2 •■) , • • •  (I).

Remarque 1.3. -  En vertu de la signification intrinsèque des mi et de 
ce qui précède on a: la représentation (I) de a E G (a =j= e , O) est unique à 
Tordre près et dans toute autre représentation en produit fini de puissances 
d ’éléments premiers distincts chaque p { figure au plus m{ fois et à cause de (d), 
seulement mi fois.

1.7) G est associatif. Le produit ab de deux éléments quelconques 
(a , b € G; a , b =|= e et a , b =j= o) est égal au produit des représentations (I) 
de a et de b. M ais l’élément ab € G (ab =J= e , O) a aussi une telle représenta
tion. L a Rem arque 1.3 exige que ces deux représentations de ab consistent 
en les mêmes éléments prem iers et chaque élément distinct figure le même 
nom bre de fois dans les deux représentations de ab. De la même façon, 
le produit (ab) c de ab et c (c € G ; c =f= e , O) a une représentation de la 
forme (I) et cette représentation est exactem ent celle du produit a (fie). Il 
s ’ensuit que a (bc) =  (ab) c pour a , b , c =j= e et a , b , c , =js o d ’où a (fie) — 
=  (ab) c pour tou t a , b , c G G.

Donc G est bien un  dem i-groupe de Dedekind. Puisque la nécessité est 
évidente, le prem ier théorèm e est démontré.

28. — RENDICONTI 1969, Vol. XLVI, fase. 4.



356 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. XLVI -  aprile 1969 [1 5 0]

Theoreme 2. -  Un groupoïde ordonné G (O <  x  <  e pour tout x  e G) 
est un demi-groupe de Dedekind si et seulement s 'il vérifie les conditions'.

(oc) Tout a € G (a =j= e , O) est majoré par un nombre f in i  d'éléments 
maximaux distincts m^ , • • •, mn et il existe au moins un 7% et un entier 
h ( >  o) tel que h soit maximum parmi les longueurs des produits en majo
rant a.

(ß) S i un produit f in i  d'éléments maximaux m x , • • •, m n (distincts ou 
non) est inférieur ou egal à un produit en m {m étant un élément maximal 
quelconque) de longueur k, alors m apparaît au moins k fo is  parmi les 
mi (i =  I , • • •, n).

(y) a <  b entraine qu'il existe c 6 G tel que a =  bc.
2.1) Tout élément a E G (a =(= e , O) est reprèsentable en produit f in i d'élé

ments maximaux. D ’après la condition (oc), a est m ajoré par un nom bre fini 
d ’éléments m axim aux m i , - - ■, m n et il existe un élément parm i eux, soit m\, 
et un  entier hx ( > o )  tel que h± est m axim um  parm i les longueurs des produits 
en mi m ajoran t a. Donc il existe un produit en m 1 , Pi (mj), de longueur h± 
tel que a <  P x {mj). D ’après (y), il existe ^ e G  (<q=|=o) tel que a — P x {mj) cx 
avec c1 =  e ou e1 =jze. Si c1=j=e, la condition (a) entraîne que c1 est m ajoré 
par un nom bre fini d ’éléments m axim aux. Puisque a =  Pi (mj) c\ <  ci, ces 
éléments m axim aux sont compris parm i les éléments m2 , m 2 ,• • •, m n. Si 
c± <  m ly on aurait a <  P x {mj) m 1} ce qui contredit la définition de h± . D ’après 
(a), il existe un élément, soit m 2 , parm i les m 2 , • • •, m n et un entier h2 {> o) 
tel que h 2 est m axim um  parm i les longueurs des produits en m 2 m ajoran t c1. 
On répète le processus ci-dessus en rem plaçant a par cx et mx , - • •i m n par

et on reitère le procédé ju squ’à épuisem ent de l’ensemble 
d ’où a <, a '=  P x ( m j  [P2 (m2) [ • ••? , ,  (mn)\- • •].

Si a <  a ', il existe c =j= e , O tel que a =  ar c et puisque c est m ajoré 
par des éléments m axim aux, il existe au moins un mj tel que a <  P) {mj) m j . 
Donc a =  a' et on a

« =  P i (mi) [P2 (m2) [■■■?„ K , ) ]  • • • ] , • • •  (II).

Remarque 2.1. -  La représentation (II) de a est unique à l'ordre près. 
Supposons, en effet, que a soit égal à une autre représentation en produit 
fini d ’éléments m axim aux En vertu de l’isotonie, a est m ajoré
par chaque facteur des deux représentations. D ’après la condition (ß), les 
v\ , • • •, vs et les m\ , • • •, m n sont identiques et, de plus, chaque élément 
distinct figure le m êm e nom bre de fois dans les deux représentations. Donc 
on a aussi: pour deux produits fin is  égaux d'éléments maximaux, le nombre 
de facteurs est le même dans les deux produits, ce qui est la condition (d) du 
prem ier théorème.

2.2) Le même raisonnem ent que dans 1.5) m ontre que pour tout élé
ment maximal m  e G , mh {h >  o) est défini.

2.3) Les éléments maximaux commutent. Soient m x , m 2£ G  deux éléments 
m axim aux distincts. On a, en vertu de l’isotonie, m± m 2<l m 2. Si m± m<i =  m<i,
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l’isotonie entraînerait que ce qui est absurde puisque m 2 est m axi
mal et m xfi^m 2. Donc m Y m 2 <  m 2, et il existe c tel que m^m^ — m ^c  où 
c =j= e , O. D ’après 2.1), c est égal à un produit fini d ’éléments m axim aux 
u± ur . Puisque m 2<iÇ m 1 et m x m2 =  m2 c <  m 1, (ß) entraîne que égale 
au moins un % (ï =  1 , • • - , r), soit ^  . On a c <  u± =  m ±, d ’où
m 1 M2 — zzz2 £ <  m 2 et de même, m 2 m 1<: m 1 m 2 ; donc m x m 2 =  m 2 m 1 .

Remarque 2.2. -  De 2.1), 2.2), 2.3) et de la R em arque 2.1 résulte que 
tout élément a € G (a =f= e , O) est re présentable d'une manière unique en pro
duit f in i  de puissances d'éléments m aximaux , distincts et deux à deux permu
tables.

2.4) Le même raisonnem ent que dans 1.7) m ontre que G est associatif.
G est donc un dem i-groupe de Dedekind; puisque la nécessité est évi

dente, le théorèm e est dém ontré.


