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Analisi matematica.

Sur la solution d’une certaine équation
Jonctionnelle. Nota di CaAroL KALIK, presentata  dal Socio M. PicoNE.

RIASSUNTO. — In questa Nota si considera 1’equazione funzionale
5

F(f) = [ 0@ f® () dr.

in cui F(f) ¢un funzionale dato e ¢ (x) & la funzione incognita, la quale equazione si
incontra in numerosi problemi di analisi numerica. Nella Nota si dimostra lesistenza e
Punicita della soluzione ¢ (x), fondandosi su metodi di calcolo variazionale. Viene dato anche
un metodo per il calcolo diretto dell’integrale.

[@2 (%) dx.

a

Dans de nombreux travaux dont on pourrait citer [1], [2] et [3] on
utilise avec succés la méthode de la fonction ¢ pour étudier certains proble-
mes de I'analyse numérique. Ainsi & I'aide de cette méthode furent obtenus
des résultats considérables en ce qui concernela délimitation du reste pour
diverses formules de quadrature, la représentation intégrale des différences
divisées et I'étude du reste pour certaines formules d’interpolation.

Dans le présent travail nous établissons une propriété de minimum de
la fonction ¢, valable pour tous les cas d’application de cette fonction, aussi
bien quand il s’agit de I’étude du reste pour les formules de quadrature, que
dans le cas de représentation intégrale des différences divisées, ainsi que
dans d’autre cas. En méme temps on obtient un théoréme général d’exis-
tence et d’unicité de la fonction ¢.

I. — L’idée de base est formulée dans l'observation suivante: la fonction
¢, quelles que soient ses applications, peut étre considérée comme la solution

d’une equation fonctionnelle de la forme
s

(1,1) F(f) = [ ¢ @) F” () dv

a

considérée sur les fonctions de la classe C"” [a, &]. Ici F est une fonctionnelle
donnée dont la forme dépend du probleme concret étudié. Par exemple,
dans le cas du reste pour une formule de quadrature elle a la forme suivante

m+1 My

(1,2) () Z/f(x)ﬂx) dx—;};)%ijf(j)(xz-)-

(*) Nella seduta del 19 aprile 1969.

27. — RENDICONTI 1969, Vol. XL.VI, fasc. 4.
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Nous rattachons a l'equation fonctionnelle (1,1) la fonctionnelle G de
la forme

5
(1,3) G (f) =/ f” @R dx—2F (f)

Il faut mentionner que la fonctionnelle G a été choisie de sorte que (1,1) soit
justement sa variation.

2. — Nous allons noter par H* (2, 4) 'ensemble des fonctions f€Ls (a,6)
qui satisfont les conditions suivantes:
a) f (x) €C ™ [a, 5]
8) f" P (x) est absolument continue et f® (%) €La(a, 4). L’ensemble
linéaire H* (@, 6) avec le produit scalaire

5

(/> &)n =J§0 [P @) g () dx

devient un espace de Hilbert. On note |f], = V(f,f). -

LEMME 2.1. - SZ p(x)€La(a,b) et st p, <n(G=o0,1; -, m-+ 1), alors
la fonctionnelle donnée par (1,2) est continue sur H” (a, b).

Démonstration. — A D'aide de I'inégalité de Cauchy, on peut écrire

<|2PIfRE<I2PI/T.

Lﬁ@p@w“

d’out il résulte la continuité de f F(x)p(x)dx.

Soit

f1<x>’f2<x>:'",fk(x),---

une suite de fonctions de I'espace H™ (2, 4), de sort que f, (x)
quand £ — oco. Nous démonstrons que

H{) (a,b)_) o

P @)~ o quand £ — oco.

Pour cela nous choisissons une fonction {(x) €C™ [2, 4] de telle manitre
qu’elle satisfasse les conditions suivantes

@) C(x) = 1 dans une voisinage du x;
b) {(x) = o sur un ensemble non vide du [z, &].

Soit {, (x) = { (x)-f3 (). Nous choisissons un point x* € [@, 4] de sort
que L (x*) = o. Alors on peut écrire

qJ(J)( > —

b
d‘l’ dr = | 3¢ A @ dr.
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En appliquant cette fois encore l'inégalité de Cauchy on obtient
. ]‘ .
@ <N A

ot la constante N est choisie de telle maniére que max |{V(#) || ¢, | V6 — a < No.

() . . ;
@D, o il Sensuit Y (¥) >0 quand 4 - oco.

V) () = ¥ () >0 quand £ > co. Clest

Cependant, vu que f, (x)
Donc, nous avons en particulier f
qu’'on avait & démontrer.

Remarque. — Nous avons effectué la démonstration du lemme pour le
cas particulier quand F coincide avec la fonctionnelle reste. Mais il est
évident que ce procédé pourra étre appliqué aussi dans les autres cas.

Nous notons par &, ; Uensemble des polyndémes de degré < »—1.
Nous considérons l'espace des classes d’équivalence

H® (2, 5)

LY (a,8) = e

5

ayant le produit scalaire [f,g], = ( ) g™ (x)dx et la  norme

J
a

| fle=VLf, /1. - Ici f(x) respectivement g (x) sont des représentants des
classes respectives. L§” (¢, 8) est un espace de Hilbert [4].

"LEMME 2.2. — S5/ p(x)€Lla(a,b),p;<n(G=o0,1,---,m+ 1) et si
F (P,_1) = o pour chagque P, 1 €8, 1, alors F est une fonctionnelle continue
sur LY (a, &).

Démonstration. — On introduit d’abord sur H” (a, 8) encore une norme.

Soit
n—1
(2,1) H<f>:/;)lk<f>xk
ol
. 5
(2,2) L(f)=X a’ | f9 (x)dx
7=0

dont les constantes %’ sont des solutions du systéme d’équations suivant

7 o I si p==~
(2)3> k(x)_ o si “:t:k (“‘—0717"':ﬂ—1>'

On peut vérifier facilement que le déterminant de ce systéme est différent
de zé;ro, et par conséquent le systétme a une solution.
Nous résumons les deux propriétés importantes de la transformation II:
a) I1 (f) €8, 1-ce qui découle de (2,1)
&) 11 (P,—y) = P,_; pour chaque P,_,€8, 1, ce qui découle de (2,3).
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Nous notons
n—1
IR =X 4P

et définissons. la seconde norme de I'espace H® (2, 4) & I'aide de Iégalité
suivante

(2,4) fB= /a4 1T

A Taide des calculs simples on peut démontrer qu’il existe deux constantes
positives C; et C, de sort qu’on aura

CfE<IfE<Ca|fL2

Cela signifie que les deux normes definies sur H" (2, 4) sont équivalentes.
Par conséquent, vu le lemme 2.1, on aura que la fonctionnelle F est bornée
aussi par rapport & la seconde norme de H™ (a, 8): | F (¥) | < K|[f].
Apres cette introduction nous passons a la démonstration proprement
dite du lemme. Dans ce but il nous suffit de montrer que |F (f)|< K |f],
pour chaque f(x) € H" (a, &).
Etant donné F (II (f))=o0, on a F(f)=F (f—1I (f)). Par consé-

quent on peut écrire
|F()]p=|FU—TN)REP<KR|f—T(HR=K{f—T) [+
(=T =K | /]

qui est justement I'inégalité qu’on cherchait. De cette fagon le lemme se trouve
démontré.

3. Nous formulons les conclusions fondamentales du travail en deux
théoréemes.

THEOREME 3.1. — La fonctionnelle G considérée sur lespace de Hilbert
LY (a, 8) a un minimum absolu et ce minimum est atteint sur un seul élément

de LY (a,b).

Démonstration. La démonstration de ce théoréme représente une démons-
tration de routine. Nous allons nous servir de la méthode exposée dans [4].
L’inégalité | F (f) | < K |f|, nous permet d’écrire

G(NH=Ifh—2FNzlfh—2K[/l,= (/| —K —K'=—K"
Il s’ensuit que l'ensemble de valeurs {G (f)}, lorsque f(x) parcourt sur

H® (2, 8), est borné inférieurement. Nous notons d = inf G (f).

Soit f1(x), -+, f (), -+ une suite minimisante, c’est & dire une suite
pour laquelle on a lim G (f;) = d. Nous démontrons que cette suite mini-
k— 00

misante est fondamentale dans L§ (z, ). Il résulte de l'identité

‘”—” iz%G(iﬁ)—l—%G@)—G(”"‘”y)

2
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A

facile & vérifier, que pour chaque nombre positif € > 0 on peut trouver un
nombre positif N de sorte qu’on ait

l fi—/e
2

2 S+, d-Je d+e _
GG (RGBT ) < —d =

chaque fois que £,/ > N. Cette inégalité nous montre que la suite minimi-
sante est fondamentale dans L{” (2, 4). Cependant L (2, &) est un espace de
Hilbert, donc un espace complet; par conséquent il y a une fonction ¢ qui

LY (a.9)

représente une classe dans L§”(a,4), de sort qu’on ait f,(x)
quand £ — co.
Enfin, nous avons

G —GU =14 E— AL+ 2FGi— )| <|[4h— 14|+
"'I"ZKIf/}*q)ln

~¢()

d’out il résulte que G (fz) -G (4) quand £ co. Par conséquent min G (f)
existe et minG (f) = G ).

Il ne reste & démontrer que la classe de LY’ (a, 4) représentée par la
fonction ¢ est la seule classe qui réalise le minimum de la fonctionnelle G.
Supposons qu’a coté de minG (f) =G (¢) il y ait min G (f) =G ({y). La
variation de G en ¢ est

f W1 dx = F (f)

a

tandis qu'en ¢, elle est
5

f WS de =F (f).

a
5
Apres avoir fait la différence de ces égalitées nous obtenons f [ — 7.
' a

#® dx = o pour chaque f € H” (4, ), ce qui nous prouve que ¢ — Yy ="P;_,,;
c’est & dire'que ¢ et ¢, font partie de la méme classe. De cette facon le
théoréme se trouve complétement démontré.

THEOREME 3.2. — Soit @ (x) la solution de I'équation fonctionnelle (1,1),
alors
5

(3,1) minG(f):—i/‘cpzdx

a

et ce minimum est véalisé par une solution quelconque de Iégquation différentielle

<3>2> (‘p(n) =9 <x>
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Démonstration. — Soit ¢ (x) la fonction pour laquelle G (f) atteint son
minimum.. La variation de G dans le point ¢ sera

5

f YO F dx = F (f)

ot f€H" (a,4). En comparant cette égalité a (1,1) on trouve f [p — ™1

f® dx = o pour chaque f€H® (a, 4), c’est 2 dire que U (%) = ¢ (x). Par
conséquent, le minimum de G (f) est en effet réalisé par une solution quel-
conque de (3,2).

Pour demontrer Iégalité (3,1) il est suffit d’observer que F (¢) =

“f[nl)(")]z dxr = {. @®>dx ce qui nous permet d’écrire

tl

b 5

minG(f)zG(aL):]q)li—zF(np)=J<p2dx—2fcp2dx=—f<p2dx

a a a

La—dessus le théoréme 3.2 est démontré.
Les deux théorémes démontrés plus haut nous permettent de tirer quel-
ques conclusions qui sont formulées dans ce qui suit.

Remargue 1. — Le théoréme 3.1 donne une nouvelle démonstration d’exis-
tence et d’unicité de la fonction ¢, qui ne dépend pas de probléme concrets
d’analyse numérique dans lesquels apparait I'’équation fonctionnelle (1,1). Cette
démonstration ne demande pas la forme concréte de la fonctionnelle F. Ce
qu’elle demande c’est que F soit continue sur H” (a, 8) est qu’elle satisfasse
la propriété F (P,_) = o pour chaque P,_;€8,_;.

5

Remarque 2. — La constante / ¢? dx étant la norme de la fonctionnelle F,

elle nous offre -la meilleure dehmltatlon de F dans la métrique de espace
LY (a, 6). Conformément au théoréme 3.2 on peut calculer cette valeur
d1rec,_tement a l'aide des méthodes connues du calcul variationnel.
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